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Le choix des dimensions des structures résistantes et
en particulier celur des enceintes sous pression consiste a
calculer les contraintes en supposant que le matériau est
parfaitement élastique puis a comparer les valeurs obtrnues a
la limite d'élasticité et a la résistance a la rupture du matériau,
Cette comparaison présentant d'importentes difficultés de principe,
on cherche a étudier directement les défaillances de la structure
lorsqu'elle est soumise a des chargements égaux ou supérieurs
au chargement normal, Parmi les défaillances prises en considération
et désignées communément "mode de ruine", il est indispensable
d'apprécier le chargement & partir duquel la structure présente
de fortes déformations plastiques, ce chargement est appelé
"chargement limite" car lorsqu'on le dépasce 1'appareil devient
en général inutilisable,.

La détermination du chargement limite se fait en admettant
que le matériau est parfaitement plastique, Cette détermination
est donc basée sur la théorie de la plasticité parfaite et elle
utilise des théorémes généraux sur lesquels s'appuient les méthodes
d'étude aux limites (limite inférieure poar un écoulement plastique
en état d'équilibre statique, limite supérieure pcur un écoulement
cinématiquement compatible).

Au cours de cette étude, je vais m'intéresser principalement
aux enceintes sous pression (réacteurs nucléaires par execmple),

Les normes actuelles de sécurité pour ce type d'appareils ont £té
concues a partir de la théorie du solide parfaitement élastique,
cette théorie est fort éloignée de la réalité physique. On deit
donc pouvoir améliorer les normes cn utilisant 'élastoplasticité
ou la théorie du solide rigide plastique 2 chargs limite.

Etant seul et disposant d'un temps restreint, je ne puis
présenter le probléme des enceintes sous pression d'une fagon
exhaustive. Je me contenterai donc d'insister sur les points les
plus intéressants (solide rigide plastique et écrouissage isotope);
les censéquences économiques d'une modification de la réglementation
ne seront pas évoquées, elles pourraient a elles seules faire
1'objet d'un dossier long pour deux ingénieurs.
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NORMES DE SECURITE, GENERALITES

A/ Les causesg de rupture

Une enceinte sous pression (plus généralement une
construction mLtalllque) peut se roempre pour différentes raisons.
On distingue cing causes principales : :

i

1

le

fluage

1'instabilité

la
la
la

rupture fragile

corrosion, la fatigue, la déformation cumulative
destruction résultant d'une surcharge ou d'un choc,
cette destruction est elle-méme précédée d'une
déformation plastique.



1/ Le fluage

jue est traité de facon classique et empirique.

ric
Les contraintes prévues sont comparées a la résistance au fluage
obtenue ou extrapolée a partir d'essais.

On utilise de plus des coefficients de sécurité per-
mettant de tenir compte de 1'imperfection et de 1l'incertitude des
méthodes de calcul du fluage.

2/ Les instabilités

Elles sont de deux sortes :

- les instabilités statiques : le meilleur exemple
en est le flambage d'une poutre, Le phénoméne est
complexe car de nombreux facteurs interviennent
(dans le cas de la poutre, on peut avoir des formes
harmoniques du flambage pour lesquelles le rapport
longueur sur diamétre joue un rdle fondamental),

- les instabilités dynamiques : par interférence et
résonnance les ébranlements dynamiques peuvent
entrafner la ruine de certaines structures. Les cndes
de surface (Love et Rayleigh) ont un rdle particu-
lieérement en ce qui concerne les enceintes a pression,
elles seront donc étudiées dans un paragraphe spécial,

3/ Les ruptures fragiles

Elles se produisent alors que la contrainte moyenne
est trés inférieure & la limite élastique. L'accroissement des .
épaisseurs des enceintes et les contraintes élevées favorisent
ce type de rupture, Cette _upture se fait par décohésion des plans
eristallographiques. Une rupture fragile nécessite deux conditions :

- un amorcage : il se fait sur un défaut, une entaille ou
un point de concentration des contraintes

- une propagation : la fissuration libere 1'énergie poten-
tielle élastique qui permet a la rupture de se propager
(la vitesse est voisine de celle du son).
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4/ La corrosion, la fatigue, la déformation cumulative
Pour éviter la corrosion, il suffit de choisir les
revétements et les matériaux en fonction des corps que l'enceinte
doit contenir,

La rupture par fatigue peut provenir lorsque les
structures ne sont pas soumises a des chargements statiques.
La fatigue provoque des fissurations qui ont pour conséquences
des concentrations de contraintes, Certaines réglementations
tiennent compte des risques de fatigue, La rupture par déformation
cumulative est analogue a la rupture par fatigue, elle correspond
2 1'addition de déformations rémanentes.

5/ Ruptures par déformations plastiques

Avant de réaliser un projet, on procede généralement
de la facon suivante :

- On estime le chargement maximsl. Pour un appareil a pression,
ce chargement est représenté par la pression.

- On analyse les contraintes pour déterminer la valeur du
taux de travail correspondant au chargement maximal,
Cette analyse est réalisée de trois facgons :

. méthode analytique : on vésoud de facon analytique
le probléme physique posé ;

. méthode empirique : on utilise des maquettes ;

. méthode numérique : on résoud numériquement les problémes
posés en utilisant un ordinateur., Si par exemple on
désire tenir compte de 1'écrouissage pour le calcul des
contraintes, il sera quasiment nécessaire d'utiliser cette
méthode,

- On dimensionne les appareils en tenant compte des régles
en vigueur. Celles-ci sont suffisamment sévéres pour que
la ductilité du métal permette de ne pas tenir compte des
concentrations de contraintes,




B/ Kégles de sécurité en France et a 1'étrancer

Chaque pays posséde ses réglements de sécurité
auxquels sont associés des normes de construction éwanant des
constructeurs, Un appareil construit en France ne sera donc pas
agréé automatiquement dans un autre pays, Le Marché Commun fait
actuellement de gros efforts pour obtenir une uniformisation des
réglements,

1. Le reéglement francais

En ce qui concerne les appareils a vapeur, la
réglementaticon francaise n'impose aucun coefficient de sécurité,
ce dernier étant laissé sous la responsabilité du constructeur.

Pour les autres appareils & pression, la régle-
mentation est simple :

Le taux de travail du métal dans la paroi soumise
a une pression égale & la pression de caleul doit &tre inférieur a
chacune des deux valeurs suivantes

- un tiers de la résistance de rupture du métal
a la température ordinaire,

- cing huitieémes de la limite élastique a 0,2 %
du métal a la température maximale en service,

Le réglement ne précise pas la notion de caux de
travail; il est donc assez libéral car il accorde une certaine
autonomie au constructeur, En contrepartie, la réglementation -
souligne la responsabilité du constructeur et impose des prescrip-
tions relatives au contrdle et a 1'exécution des appareils (en
particulier pour les soudures).

Les deux normes de sécurité citées ci-dessus ne
se référent qu'a 1'essai de traction, les coefficients de gécurité
couvrent l'incertitude qui régne sur la triaxialité réelle des
contraintes.

Aux températures usuelles, le premier critére
est le plus séveére. Le réglement franceis s'applique uniformément
aux récipients qui satisfont les critéres suivants:

- la pression doit étre supérieure a 4 bars
- le produit de la pression en bars par le volume
en litres doit étre supérieur a 80.



Les autres types de récipients doivent &étre
soumis a agrément par le Service des Mines.,

En particulier, il n'y a pas a 1'heure actuelle
de norme concernant les réacteurs nucléaires; on doit donc se
référer au paragraphe ITI du code américain (ASME III).

2. Les normes allemandes

Cette réglementation est apparemment séveére ;
elle est heureusement tempérée par de nombreuses dérogations.

Le taux de travail est rapporté a la plus petite
des deux caractéristiques suivantes avec un coefficient de sécurité
de 1,5 a 1,8 suivant la nature du métal utilisé :

- limite élastique & la température de calcul
- résistance aux 100 000 heures a la température
de calcul (pour tenir compte du fluage).

3. Les normes américaines

Ces normes sont regroupées dans le code ASME.
Ce code est en perpétuelle évolution ; il a eu pour base la théorie
de 1'élasticité linéaire ; depuis peu, l'administration américaine
tente d'y introduire des notions de charge limite et d'élastoplas-
ticité, Cette évolution est implicite et trés lente car les per-
sonnes ayant a se servir du code ne sont pas familiarisées avec
ces notions nouvelles,

La section VIII du code ASME concerne les appareils
d'usage courant,

Le constructeur, en accord avec le client, se réfere
& 1l'une des deux normes ci-dessous :

- le premier critére est voisin des normes francgaises;
il retient un coefficient de sécurité égal a 4
pour la résistance a la rupture et un coefficient
de 1,6 pour la limite d'élasticité ;

- le second critére est nouveau, Il oblige le client
a bien définir ce qu'il veut. Il ressemble au
paragraphe III du code ASME en n'imposant toutefois
pas de critére de ductilité,
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La section III du code ASME concerne les réactcurs
nucléaires. Cette section est trés importante car de nombreux
pays (dont la Fran-~e) la reprennent pour leur compte, Cette section
sera examinée plus en détail danc un paragraphe spécial. Elle
comprend trois critéres

- criteére par rapport a la limite d'élasticité
(coefficient de sécurité 1,5)

- critére par rapport a la résistance a la rupture
(coefficient de sécurité 3)

- critere de ductilité,

4. Les normes anglaises

La réglementation anglaise est assez touffue. En effet,
le contrdle des appareils a pression dépend en partie du Ministere
du Travail (appareils fixes) et en partie du Ministére de 1'Intérieur
(appareils mobiles),

Pour sa part, le Ministére du Travail laisse la cons-
truction des appareils a pression sous l'entieére responsabilité
des constructeurs., Ceux-ci sont donc contrdlés uniquement par

leurs assurances. Il n'y a donc pas de normes précises.

(e}

5. Comparaison des différentes normes

Les différents réglements de chaque pays imposent des
épaisseurs de sécurité différentes.

On peut par exemple comparer l'incidence des réglemewrts
sur 1l'épaisseur d'une virole d'un appareil & pression soumis a une
pression uniforme.

Pression intérieure 530 bars

Résistance a la traction 54 hbars a 220°C
Limite élastique 44 hbars a 220°C
Température de service 220°C

Diamétre du tube 1,830 m&tres

]

On trouve les épaisseurs suivantes en métres

Pays Epaisseur
France+,......» 0,269
ASME TII ..... 0,264
ASME VIIT .... 0,470
Gde-Bretagne. . 03201
Allemagne .... 0,182
Italie ,...... 0,204



6) Le code ASME III

a) Tntroduction des criteres de limite d'é€lasticitd

La section ITT retient le critdre delresca rour délimiter
le domaine élastigue :

519 ,9% ,9  sont les contrai.tes principales et si
T3> 7> o3 on introduit la limite d'élasti

TG-S, <5 S¢ dépend de la nature du métal. Dans T
des contraintes principales, le domaine d'élasticité est denc un
cylindre d'axe <. g - Gy et de section hexagonale
liere,

n

Le critére de Von Mis®s est beaucoup plus satisfaisant pour
1'esprit car il n'introduit pas les discontinuités de dérivée gue
1'on rencontre aux angles ée lVhexagone. Mais en fait ce critére
est moins pratique pour les calculs numériques car contrairement
au critére de Trescq 11 n'introduit pas de fonction lindaire par
merceaux.

b) Classification des contra rintes

La section IIT distingue trois familles de contraintes :

La contrainte primaire est engendrée par la charge imposde
Elle satisfait aux lois d'éguilibre du to®seur des forces externes
et internes.

On suppose que lorsqu'une contrainte primaire dépasse la limite
d'élasticité il y a rupture de 1l'enceinte ou écrouissage du métal.
Les contraintes primaires se divisent en trois sous familles :

la contrainte de membrane Pm moyenne

C'est la contrainte moyenne & travers une section de 1°' enceinte, elle
ne tient pas compte des discontinuités et des concentrations de con-
trainte.

la contrainte de membrane P] locale,

Cette contrainte s'adapte plastiquement lorsque la limite d'élasti-
cité est atteinte en effet d'autres parties de la structure prennent

le relai afin de résister aux pressions externes, Cette conir 31p*e
est de type secondaire mais JCS déformation

peuvent etre inadmissibles c¢'est pourquoi o
du type de celles des contraintes primaires.

LRI



la contrainte de flexion Py

Cette composante est proportionnelle a la distance du centre
de gravité de la section au support de la charge

S

ILe calcul des contraint
entre la contrainte réelle (cel
1'enceinte) et la contrainte primaire.

On exclut les contraintes de pointe.

les contraintes secondaires s'adaptent plastiquement.

Elles sont dues aux discontinuités locales qui introduisent
des concentrations de contraintes (entaille par exemple).

Les contraintes de pointe s'adaptent plastiquement tout comm
les contraintes secondaires, on peut donc les négliger si 1 appa
reil est construit aveec un matériau suffisamment ductil % i
ne travaille pas cycliquement.

Si on ajoute les trois types de contraintes on obtient le
niveau réel des contraintes.

c) limitation des contraintes

La section ITI suppose le métal parfaitement plastique.

Ia courbe contrainte déformation a donc 1'allure sulvante

fig. 1
LR

A

il

v

¢

Dans la mesure ou le matériau est suffisan ment ductile,
les contraintes limites dégagées de la thcuzle de la p;as¢icité
parfaite seront un maximum au dessous duquel une enceinte résis=-

tera a la rupture. les aux sont de p¢us éerouissables, cet
écrouissage fournit donc une marge de sécurité supplémentaire
face aux risques de rupture.

i1

[
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Cas des contraintes primaires

Pour simplifier je considere une barre rectiligne dont la
limite dlastigue & 1~ tracticn est O

Si on fléchii la barre elle s'effondre pour une charge égale
4 kx &¢ , k est un coefficieat qui dépend de la forme de la
section de la barre. Si la barre a une section car.ée on a k = 1,5.
=}

] (S}
Dans la barre la contrainte primaire est une combinaison de la con-

(6
trainte de traction et de la contrainte de flexion. La valeur de 1a
charge limite dépend du rapport de ces deux contraintes. Sur la fi-

gure 2 on représente la contrainte meximale de flexion sur une fibre
extérieure en fonction de la contrainte moyenne de tracticn pour
we barre de section carrée,

A 7};
E

figure 2

~
T Pﬂr\

Pm = contrainte de traction
Pb contrainte de flexion

T

E = Jimite d'élasticité.

[ 4

La figure 2 répond & l'dgquation approchée :

B - , 2 §
:_E_ S S (r m ) = }m + 1,5
e 4 ( E ) 4 g

Lorsgue Pm =0 on a P iy
peut tolérer de flexicn. La se
du type de la figure 2 pour dé

lorsque Pm = E on ne
1isé des diagrammes
ite e

- la contrainte prima
- la contrainte de flexion P .

P



Les critéres ont de plus ajouté des coefficients de sécurité,
ils limitent :
- Pm a 2 E
5
- P b a E -« Pnm

ondaires : Supposons pour simplifier
e paragraphe, sinon il conviendra de

Soit €z ef O

On cons A

i e médtal comme plastique parfa
les limites d i ! e

K]
dlongation et les contraintes.

De par leur définition, les contraintes secondaires évoluent
de fagon cyclique. L'édlongation atteint denc un maximum Eﬁ1 et
. e . 1]
revient & zéro ensuite,.

on se fixe la regle

Pour limiter les contraintes seccndaires
sulvante : On admet une déformation plastigus sur le trajet

O —Etn mais cetie déformation doit rester permanente al

cours de tout cycle ultérieur O —» £, —> O

Dans le cas de la figure 3 nous avons une déformatiocn plas-
tique permanente.

P figure 3

e

uement jusqu'a %z, ¢z

Au cours du circuit
tiq \"z
augmentation de la contrail

/
/S ese0



o TH e

Si on fait redescendre Jusqu'd zéro il y a une contrainte rési-
duelle égale a CZ—(J‘ r“is cette contrainte étant inférieu-
re & Sz en valeur absolue il n'y a pas de aéf rmation plastique
au cours de ce retour au zéro.

Dans le cas de la figure 4 il y a par contre une déformation
plastique alternée. ’

A
a5 LR o e
|
Rl W
ya
e e
7/ H
— i
O
- GE
Il y a déformation plastique asu cours du retour au z4ro cette
déformation est égale a & - ¢ &, soit (G-25;) €&

Sz
Au cours de tout nouveau cycle il y aura donc une nouvelle
déformation plastique.

On voit donec que la conditicn nécessaire et suffisante pour
que la structure s'adapte plastiquement sans déformations plasti-
ques alterndes est que la contrainte soit inférieure & deux fois
la limite d'élasticité.

Cette limite résulte d'un raisonnement apparemment rigoureux
aussi contrairement au cas des contraintes primaires le code
ASME IIT n'impose pas de coefficient de sécurité. On retient

donc pour les contraintes secondaires : ST Iz

- Remarques : ILe ralsonnement fait par le code ASME dans le

cas des contraintes secondaires me par?]b faux et donec dangereux.
En effet il repose sur le fait que 1'on admet que E,- £

S E

mq [g

/ e e e



TR [

Or cette égalité n'a aucune raison d'étre, elle ne se
‘Justifie par rien.

)

. NG TR R
La vraie éguation est : E,2 7 7. £ owee TE g NG ved
Oz La
£ 4
= O¢ AL
Dans le cas ou b :? ncus avons s ° “£
pour tout 7 c'est~-a-dire que la z6ne plastifiée est
maintenue par une z0ne parfaitement rigide.
Dans le cas x= &0 nous avons l'effondrement de la struc-
ture.
. . G LG ;
Nous voyons bien que la limite “7 = <Gy n'inter-
vient pas, la vraie limite dépend de A\ que 1'on ne connait pas.

= Cis_dgs_cgﬁ3r213+g _locales

Afin que les structures n'aient pas de déformations locales
trop importantes on impose une limite égale & 1 5 Oz aux con-
traintes locales. Cetie limite est définie tout A& fait arbitrai-
rement,

- Contraintes de pointe

La qect*on ASME IITI ne s'intéresse & ces contraintes gue si
le métal n'est pas assez ductile ou si 1l'appareil est soumis &
un certain nombre de cycles (d'ol risques de fatigue).

Le code donne des courbes reliant le nombre de cycles gd'uti-

lisation a la limite supérieure M de la somme de toutes les conw-
traintes.
- Schéma ﬁlgo§1_ag contrble_des contraintes

Contrairement au code fﬁa‘c is qui utilise la notion de taux
de travail, le code ASHME TIT donne une serie de limitations pour
les contraintes. On part des contraintes globales pour terminer

par les contraintes localisée

el [ 1

(P ) D = 22
\f,’,.,\ o b 1+ & + f’\/.ﬁfv




d) Les autres critdres du code A

1 s Ny 12t m11T 4 Aapaman+ $ s A -5 24 > N 3 A CR TTT
J'al particuliérement ins e si s criteres d 2 ASME IT1I,

cette ctudc)

par le code

ae rugprure

Pour éviter la destruction d'enceintes construites avec des ma-
tériaux dont le rapport entre limite élastique et charge de rupture
est élevé le code tient compte de la ¢ charge de rupture R dans le
calcul des contraintes admissibles.

Les limites des contraintes sont rassemblées ci-dessous :

limite pour | limite
contrainte distruction par pour rupture
- | plasticité
P 3, GOz
. =

5
7 e A

Condition de ductilité

Ie code précise que 1l'on peut ne pas tenir compte des contraintes
de pointe & condition que :

elles agissent stabtiquement (donc pas de fatigue)

& P O B PN
le métal soit suffisamment ductile

La premiére condition est facile & vérifier, pour la seconde
on se contente d'utiliser empiriquement les résultats obtenus lors

d'un essai Pelini.

’ 9 . ’, e . ’ 5] \ -
On réalise cet essai a une température inférieure de %0° % 1a
- SRV - 31t + 9313 catd Is “shtiont adned 3 L.
plus petite température d'utilisation. On obtient ainsi un niveau de

/ et e



résilience qui doit €tre supérieur & une valeur donnée par une
table du code.

Ce dernier critére permet de limiter également les risques
de rupture fragile.

Dans le cas des chaudiéres nucléaires, une régle encore plu
arbitraire vient d'8tre proposde, elle limite simplement 1 S
lience de la cuve & 5,2 Kgm/cm2 & une température de - 12° C.



C - Contraintes dynamiques, résonnances, exemple des ondes de surface

1°) Les contraintes dynamigues

Une enceinte g ¢ soumise & des vibrations. Ces
vibrations induisent donc des contraintes supplémentaires (con-
traintes dynamiques). Par interférence constructive les vibration
e ; les contraintes dynamiques prenner
es et peuvent entrainer la ruine de

=

peuvent entrer en résonnan
alors des valeurs importan
1l'enceinte.

it

-

Un cas particulidrement intéressant d'instabilités dyna-
miques est celui des ondes de surface (Love et Rayleigh).

Ces ondes se propagent le long du dioptre formé par deux
milieux différents. Elles jouent un rdle particulidrement important
dans les tremblements de verre (ondes S et P).

2°) Présentation du probléme

Pour simplifier j'étudierai les ondes de surface dans le
cas simple suivant :

Soit une couche plane et infinie de métal (cas limite des
paP01s d'une enceinte). On suppose qQue cette couche baigne de part
de d'autre dans un deuxiéme milieu infini isotrope.

On note :

- 2 h 1'épaisseur du métal

et £ les densités du métal et du milieu

)
X et p ,)Jetyles coefficients de Lamé du métal et du
milieu

- et .. la vitesse des ondes transversales dans le métal
et dans le milieu e

¢ gicgnd,
- U et U la vitesse des ondes longitudinales dans le
métal et dans le milieu.

Par ailleurs le repére orthonormé choisi aura son axe Oz
perpendiculaire a la couche et l'origine sera dans le plan médian
de la couche.

g
= 5  sur Ox
La vibration aura pour composantes
}g ;7 sur Oy
S sur Oz
On place Ox parallélement & la direction de propagation
des ondes. Les ondes 5ont supposées avoir une fréquencelN: o et
une vitesse de phase V. <

/ o /.
Pour se fixer les idées on choisit U > U , . >0 .

viaugh



Leur structu

= 17 -~

de_Rayleigh
re

est caractérisée par :

- une décroissance exponentielle des amplitudes dans le

mi

lieu

->
- la nullité de la composante f? de é; sur Oy

/ ,
- une condition d'exitence : . > U

3

- une équation reliant la vitesse de phase V & la fréquence
le

N.

propagation de 1'énergie donndée par Vg =

li

Ces

I1 existe donc une vitesse Vg de groupe, vitesse @
57

A- v

exitence de nombreux harmonigues. Y odew

ondes sont régies par des équations complexes insolu-

bles analytiquement aussi ai-je préféré m'attarder sur les ondes de

Love qui sont

4°) Les ondes

plus simples.

de Love

- Caractéres généraux :

L'amplitude de vibration dans le milieu est une fonction
exponentielle décroissante de §3}.

L'amplitude de vibration est une fonection circulaire de .

z dans le métal.

L'amplitude de vibration dans le métal et dans le milieu
est une fonction circulaire de x - vt

I1 existe deux types d'ondes :

+ les ondes symétriques (la vibration est symétrique
par rapport au plan z = O)

+ les ondes antisymétriques (la vibration est antisy-

fe

métrique par rapport au plan z = 0).

Chaque type d'ondes se divise lui-méme en harmoniques,

—
Seule la composante 57 de E; est non nulle,

N

Pour chaque type d'onde et chaaue harmonigue il existe
une relation entre la vitesse de phase V et ¢ . Tout
comme dans le cas des ondes de Rayleigh il existe donc

4
v
une vitesse de 1'énergie Vg ou vitesse de groupe.

- Equation de propagation :

résolution, k

Pour les deux types d'ondes, X est un parametre de
est un entier positif ou nul.

Pour k = 0 on a les deux modes fondamentaux

Pour ¥ £ 0 on a les harmonigques d'ordre k.

IRNY



Onde symétrique
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vitesse transversale dan

pulsation cy

raison

Sl - S

La vitesse de phase est toujours comprise entre la

an

s le métal et celle dans le milieu.

Chaque mode apparait pour une valeur déterminée de la

Y

mode fondamental
symétrique

NI

'

S S

12 mede harmonique
symétriqu

S I . et
< h Vo< pf
- courbes g'élgpgaiign et de dispersion
it
I S AL = ‘{/ o
n

, ces valeurs sont en progression arithmétique de

=0

mode fond
antisymétrique

al
r

mental
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n

e e e e

vitesse
vitesse
vitesse
vitesse

de phase de 1l'harmonigue
de phase de 1'harmonique
de groupe de lharmonique
de groupe de llarmonigue

symétrique d i
antisymétricue d'ordre
antisymétrique d'ordr
symétrigue d'ordre i
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Pour chaque forme de dioptre il existe des ondes de sur-
face. On peut par exemrnle mettre en évidence des ondes de Love
cylindriques, 1'élongation radiale de ces ondes étant décrite
par des fonetions d¢ Bessel.

Une enceinte constituée par une certaine épaisseur de
métal est donc une structure permettant 1'instauration de systemes
d'ondes de surface.

Il sera nécessaire que lors de la contruction des enceintes

it
on prenne des dispositions pour amortir les vibrations et les empécher
d'entrer en résonnance.

ceof 0



- PRESENTATION DE L ELASTOPLASTICITE -

A - Résultats expérimentaux

Si on soumet une éprouvette & une traction simple, la
contrainte est relide & 1l'allongement par la courbe ci-dessous
<&

G; |- 5 — R
7
. (
~
- {
i
1 N .
: e
(o]

Si on charge lé&prouvette, on décrit une droite OA.

Cette évolution est réversible, c'est-i-dire que si on
décharge, on revient en O sans déformation persistante. On dit que
1l'on est dans le domaine d'élasticité lindaire de 1'éprouvette
( @ et & sont directement proportionnels). En fait il est fréauent
qu'au voisinage du point A la relation entre & et F ne soit plus

tout a fait lindaire.

Au-dela du point A les déformations sont permanentes par
oppositions aux déformations élasticques réversibles, on les appelle

déformations plastiques.

sont les

A est le seuil de plasticité, ¢ et €
tial, pour la contrainte et pour 1la

o0
limites du domaine élastique ini
déformation.

. . . 3 ’, . N 3
Si on applique une contrainte Vo supérieure a E
c .
on produit un allongement <o . Si on supprime 1
arrive en C et non en O comme précédemment. La dé

e

contrainte on
L rmatio

se décompose donc en deux parties

g _E&

- la déformation élasti c P

Q

ue

- la déformation plasti

)

<
=

ue permanente <—C~ £

o)
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Si on recharge 1'éprouvette jusau'en B, la contrainte
est cette fois une fonction lindaire de 1l'allongement ; de plus
les phénomeénes sont réversibles.

Tout se passe donc comme si on avait étendu le domaine
d'élasticité jusqu'¢1 B, On dit qu'il y a eu écrouissage.

<

Le point B est appelé seuil de plasticité actuel. Sur
le segment BC la contrainte est relide & 1'élongation par :
G = (&-¢&)GE , le segment BC est don parallile & OA.
e
L'écrouissage permet de prolonger le domaire d'élasticité
du métal jusqu'en un point R appelé limite de rupture.

2°) L'effet Bauschinger

On peut se demander ce qu'il advient des déformations
plastiques lors d'un chargement inverse.

Supposons que comme précédemment nous ayons écroui le
métal jusqu'en B. Par décharge nous arrivons en C.

6‘

.

Si on comprime 1'dprouvette nous trouvons un comportement
élastique Jjusqu'en H, au-deld de {1 il y a écrouissage.



=S )

/
Si on compare la contrainte ~ Oz du seuil de plasticite

a2 la valeur initiale -~ S on constate une diminution du domaine
’
é

lastique. C'est 1'effet Bauschinger.

Mod&les théoriques -

1°) Description des modéles

Les phénomeénes dus & la plasticité sont trés complexes.

On est done amené a adopter des schémas plus ou moins
simplifiés.

Pour cela on peut représenter un corps plastique par un
systéme comprenant deux ressorts de constantes k et k' et un patin
& une

susceptible de glisser pour une force appliquée supérieure &
valeur f.

2°) Cas général du métal écrouissable

La courbe de charge est représentée sur la figure précédente.

Un modéle élémentaire de comportement est :

/

) J
¥ "
/ —— AN > F
7 P 1
/ k
//' A Pz

Ce modele tient compte de 1'effet Bauschinger. .

3°) Solide élastique parfait~ment plastique.

I1 n'y a pas d'écrouissage, la courbe de charge est :
N O

GE‘ P s
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Le modéle élémentaire correspondant est

N0

.
(7 €

9
A

e M—————
-l

4°) Solide rigide plastique avec écrouissage.

Ce coup ne subit aucune déformation élastique.

La courbe de charge

o

A

est :

Un modele de comportement est

%/

— LM

f«v

77

5°) Solide rigide parfaitement

C'est 1l'hypothése la
élastique et l'derouissage ont

Els

plastique.

plus simplificatrice
disparu :

La courbe de charge est

T

3

g

: la déformation

o < o
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Un modéle de comportement est :

;T

—

oy
e —
v

Un modele est un assemblage de grains cristallins.

La déformation plastique peut &tre due a deux causes :

- au déplacement relatif des grains ; la déformation est rendue
irréversible par le frottement entre les grains. C'est le cas
des terres.

Nous éliminerons dorénavant ce cas.

- & la déformation permanente des grains. C'est le cas des métaux
et des roches.

Les déformations des grains résultent du glissement de
rangées atomiques suivant des plans paralléles du réseau cristallin.
Ce glissement est la conséquence de la propagation d'une dislocation
a 1l'intérieur du réseau.

La conséquence de ce glissement des rangdes atomiques est
ennoncée dans le théoréme de Schmid :

L]
Pour les cristaux métalliques, la »ésgstance au glissement
ne dépend pas de la contrainte normale au plan de glissement.

On peut de la sorte montrer que la frontiere du domaine
d'élasticité dépend du déviaceur des contraintes et est indépendant

de la pression hydrostatique (P = %, +9,, +95; )

III - LA THEORIE DE L'ELASTOPIASTICITE AVEC LICROUISSAGE ISOTROPE

1°) La fonction de charge.

Si on se place dans 1'espace des contraintes on a vu s
qu'il existe un domaine & 1l'intérieur duquel le matériau a un
comportement élastique.

g
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Ce domaine est limité par une surface dite surface de
charge dont 1'équation est : g? .

(T

H)- @
P

G~ représente le tenseur des contraintes et H représente 1l'his-
toire du matériau (1'écrouissage est cont@nu dans H).

Le domaine élastique correspond & 1l'indéaquation :

(é?} H) = C)

- Si on suppose que le corps est isotrope avant écrouissage, on
peut montrer que -7(675) est une fonection scalaire
symétrique des troils contraintes principales(ﬁa O;

7

o

e
- 8i de plus on suppose l1l'écrouissage isotrope, le parametre H
devient un paramétre scalaire -k

) AN
SOLE.. ap(o;/‘c;/rgz//;):o =S § (@/5;, Q})_— ’??

- 8i par ailleurs le corps est suffisamment plastique, on constate
expérimentalement que seul le déviateur du tenseur des contraintes
intervient pour la définition de f.

Dorénavant on suppose les trois conditions ci-dessus réalisées.
Dans ces conditions la surface de charge (S) définie par

f (6”/ H ) = O présente les caractéristiques suivantes dans
1l'espace des contraintes principales :

(8) est un cylindre d'axe (A )

(A) est la droite G, =0, = O3
- (8) est synétrique par rapport aux trois plans bissecteurs
des diédres formés par les axes 0T, 0%, ©OU;
Ces plans bissecteurs contiennent la droite ( A ).

- Dans le cas d'un métal (cas étudié ici), la loi de Schmid
permet de montrer que (S) est de plus symétrique par rap-
port & l'origine O.

- En définitive pour connaltre (8) il suffit de connaitre
la section de (8) par le plan perpendiculaire & ( )
en 0. Cette section est elle méme connue dés que 1l'on en
connatlt un secteur compris dans un angle de 7 et de
somme®t O.

2°) Exemples de fonctions de charge.

x Critére de Trisca :

Il s'éerit simplement : T,-S3-<R: O S 0

>3, > T,
o <’-'\Jj

R P
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La section de (S) par un plan perpendiculaire & ( AS)
est done un hexagone régulier.
S

S §r§$§r§.§e_ﬁés§s . ]
< < R 0 B
Z—/ [(G:’G‘{) +C6t/“6—3)‘ +t~$~‘:3) jA/" ’&’ s 7

La section de (S) par un plan perpendiculaire & (4 )

est un cercle.
@0

Oy

# Remarque :

Le choix d'un critére est purement arbitraire. Les deux
criteres ci-dessus sont choisis en général pour leur simplicité. Ils
sont trés voisins 1'un de 1l'autre. En prenant des valeurs adéquates
des k respectifs on peut en effet, soit inscrire le cercle dans
lhexagone soit l'hexagone dans le cercle.

Si on fait des calculs analytiques, 11 est plus simple
d'utiliser le critére de mimés car on dispose d'une fonction régu-
liere infiniment dérivable.

Si on fait des calculs numérique il vaut mieux utiliser le
critére de Tr2sca car on dispose alors d'une fonction lindaire par
morceaux ce qui est idéal pour faire un calcul par approximation.

3°) La déformation plastique.

Soit 1'état actuel de contraintes : T ; & partir de
cet état on impose une variation €8 o G de contrainte.



e e

d & entraine une variation d & des déformations cette variation
d ¢ se décompose en partie élastique d €, et partie plastique dg,

- sij%ﬂﬁ/ﬂ.< 0 on est & 1l'intérieur du domaine élasbique.

On a done d &, = 0

- }(G/U = 0 et que 4§ correspond & une décharge on
v’este dans le domaine élastique et d€, =0

- si (0”5) = 0 et si 4 T est une charge c'est-a-dire si

25' ¢ >0
fq‘ Onad

C'est ce dernier cas que nous allons traiter.

Si on applique d § 1la fonction f devient £ + d £ et comme
il y a écrouissage ona : f =f +d f =0

On en tire d £ = 0 soit :
?mj?- {/ 1‘05’ (/{H O
clg peut s e01re
4 ct Eq’- Hejhe o Tge
Si d o devient tangcnx a la surface de charge C% f

doit s'annuler mais aussi d €% ; 3 i1 y a done proportionnalité
entre les formes linéaires en Gﬁge

On a donc H,cafFF /7{3 i
T)Gge
| g /
‘d- H‘J,'%é: oL ﬁ@ - /:/],gj a/f §_

4°) Le principe du travail maximal ou eritére de Hill

Soit : OLE?

Par application directe de la loi de Schmid on démonte
aisément le critére de Hill.

Dans la déformation plastique réelle d€p le travail des
contraintes réelles Gy, est supérieur ou égal au travail de tout
autre état de contraintes,admindssibles ( c'est-a-dire queé%qf@)g 0).

—
C_\,{-)-
—_—
Ny \ C(. €P ’
- 45_
On en déduit que la surface de charge est convexe et qu'en

tout point ou elle admet un plan tangent, le Vecteufcl{F lui est
octhogonal.

0]
ct

Si elle n'admet pas de plan tangent, le vecteur'Ctgp e
compris dans le cbne des normales extérieures & (S).

t.o/oo
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5°) Le potentiel plastigue.

Dans le cas ou f est dérivable on a d &€,  octhogonal

5 ol & ;AN digondd ooy A5y
“"d 7t C‘\CL d)\> [#

f prend donec le nom de potentiel plastique.

gl
On en déjuit dane : d T

* Remarque

> Dire que f ne dépend que du déviateur de 8§  revient
a dlre(?s—- = 0 ce qui compte tenu de la relation ci-dessus

dquivaut ‘& dire que la déformation plastique se fait sans variation
de volume.

I1 était donc équivalent de supposer que f ne dénend que
du déviateur de G ou de supposer que les déformations plastiques
se font sans variations de volume.

.

% Autre forme de £ e

d 542: ___) cif GH) ave glu)zo
3Gay

ou g ne dépend plus que de 1l'histoire du matériau.
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soit ‘jm avee n=1.... N 1les coefficients directeurs
) (3‘4-0'
des N normales en ce point.

W 0.
S m Ao (H)

g i r L oy 3 q (

d gjj- J' s'éerit ct g‘d T A "‘)Qt'a' J//n

LJ E}m( H) sont positifs et arbitraires.

Dans ce cas on a daf = 0 par conséauent g doit étre
infini et 3 dl«f = o N devient un parametre positif arbitraire
/ P ? '
si dj):o.(;j” f:O :> (/( 6{6 =2 ?‘_i Cl >\
/D G‘{.d'

si df(&c% 0?(0 '—‘—> Cl glf/ :0

6°) Passage aux vitesses.

On peut introduire les vitesses de déformation dans les
calculs. Cette introduction de 1'élément de temps dt permet de
simplifier certaines interprétations, elle n'est absolument pas
nécessaire pour 1'élaboration de la théorie.

On note [U(a = %ZE: en coordonnées d'Euler
{.—
- /
Q’ZJ = f) Q—?&) dérivée au sens de Truesdell
\\}b 7 Oé/

si de plus on note

n" & \)
ol Eep - Neshg A Sp e
on arrive aux équations suivantes

Voo Uliw o [ 4. 30 8. e
3‘ J"f‘z/zt,a_' Qt/j:te‘f’g___f{ J/Q > Qﬁe

OUTJ'Dr-ﬁC
y 30: O ne D}) .'567 =0
DG e )
[ 2 ‘,_'e‘ - . .
fz/{;d: Q/‘J } /\74% Sie
~ 0
B . Lo . J
A §<(J s Mf-a-/}”/ﬂ_;_: G’:_é\/(?
24 ¢



-

7°) Cas des déformations infiniment petites.

Dans beaucoup de cas, les zones plastiques sont maintenues
par des zones ¢lastiques. On peut donc souvent considérer que les
déformations plastiques et élastiques sont infiniment petites.

On a dans ce cas la possibilité de confondre dérivées au
sens de Truesdzll =t dérivées en variables de Lagrange.

En définitive on dispose de

; e s = Voo |
- trois éguations d'dquilibre : 4;- > . . en
3

négligeant les forces de masse.

- six dquations de comportement

Aoy Al + 4 2F o o
(L: i :/<J Vo Y 27 d Ly ’)S-I.Z) e
_e ————‘ < — .
d 2% 3‘) h f-od’O T2 0
G
o e o oA
el ST p <O(J""”4 o
/\(d\{ 4 ¢ o d’ fvu g‘£€<0.
QQA(

On dispoze done deo neuf équations pour les neufs inconnues
Ve ok I
Si de plus orn. se donne les conditions initiales et les

conditions aux limites on peut en Lnt(gra“* sur 1l'histoire du mahé-
riau obtenir la solution donnant 1'état actuel. Il y a unicité de la

solution (théoréme de Mela:).
¥ Cas parfaitement plastique.

I1 faut remplacer dans les équations précédentes le terme

8?1& ilf d— par Arzlg avec X positif arbitraire.
DGy ISke © VCry

Il y a cette fois une inconnue de plus N dans les zones
qui se déforment plastiguement.

Il y a uvnicité du champ des contraintes, mais il n'y a
plus unicité du champ des vitesses.

¥ Relations de Prandtl Reuss.

On peut prendre comme exemple le critére de Misés qui

S ecrltj)(@/.z):s)‘ 2t 21(\)1 o Ly Qg);@:»qs.)zj _ % <

Dans ce cas les relations de comporitzmnent s'éerivent

: = ) .
& £ g d
E = module d'Young
ﬂ) = coefficient de Poisson

A(-f ok W "l e Ty i/



avec A::ﬂ J, I si le matériau est écrouissable
-
et
- 2 phl -
si J,. & et J‘,;‘(

arbitraire si le matériau et parfaitement plastique

. ¢ £
et sixg:’)% et ;=0

dans les autres cas.

Ces relations sont appelées relations de Prandtl Reuss.
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THEORIE DES CHARGES LIMITES

1) Position du probleéme

On suppose le matériau rigide parfaitement plastique. Si on
applique un champ de contraintes a un édifice, celui-ci reste tout
d'abord entieérement dans le domaine élastique (donc sans déformation).
Puis si les contraintes augmentent, des zones plastifiées apparais-
sent mais ces zones sont maintenues par une enveloppe élastique (il
n'y a toujours pas de déformation). Si les contraintes augmentent
encore, les zones plastifiées ne sont plus maintenues et il y a (es-
truction de 1'édifice, on dit que l'on a atteint la charge limite.

& Remarque : Le cas du solide rigide est parfaitement théorique, il

faut donc se demander quelle est 1'influence de 1'élasticité sur la
charge limite.

On peut montrer que si les déformations élastiques restent
infiniment petites, le champ des contraintes et donc la charge limite
sont indépendants du Module d'YOUNG E. On peut donc faire tendre E
vers 1'infini ce qui est le cas du solide rigide.

2) Cas de 1'écoulement de la structure

On s'intéresse a 1'écoulement libre de la structure sous sa
charge limite.

Pour cela on dispose en coordonnée d'EULER de

- trois équations d'equlllbre :
Z PLs ik 1. SR o S /«//W.J/;J— u }L}"M "LC

045e ﬂw//&a

- six relations d'écoulement :

s ( ’324 Dy ): \(.)P

Pl +,_,._...

- le critere . (()
éUO

# Choix des inconnues

s . QY i~
On prend cette fois comme inconnues : U ey
r . L / :
soit neuf inconnues. Dans les zones en écoulement on a de plus
1'inconnue %



% Conditions aux limites

On doit se fixer des conditions aux limites sur les incon-

nues U, éfwsz‘

11 faut que ces conditions soient compatibles entre elles.
On doit se donner en chagie noint de la frontiere soit AJ Aot \j;a‘

% résolution dans les zones en écoulement

Dans les zones en écoulement on dispose de dix inconnues
et de dix équations, le systéme est donc défini de fagon unique.

# résolution dans les zones statiques

On a Vi = 0 et donc il ne reste que six 1nconnuesc3 ‘
mais on ne dispose plus que des trois équations d'équilibre, c 'est une
des difficultés du probléme car il n'y a plus unicité.

3) Principes variationnels

% champ de contraintes licite

Un champ est licite s'il satisfait aux deux conditions
suivantes

- il est statiquement admissible : c'est-a-dire s'il
satisfait aux conditions d' BQUlllDfe;Et aux conditions imposées en

surface par les forces données "T ol
—>
si QK est le vacteur normal sur la surface on a donc -
EVSy .o el 2@“{,02,,7“. ‘
J '/D‘d 3
- il est plastiquement admissible : en tout p01ntj (Zj/\ O
% champ de vitesses de déformation licite
Un champ de vitesses de déformation est licite si
- il est cinématiquement admissible : 'est-a-dire
s'il dérive d'un champs de vitesse U, sa. T < :3”< h}?f
7 P2 R ET R v
d ‘) 2

V/Li

et si sur la surface il satisfait aux conditions de vitesses
imposées soit : Vi = Vi



- il est plastiquement admissible

est-a-dire s'il existe un champ de contraintes telles
que Vij = ) 5 avtc N> 0
iPX
j

% principe de HILL pour les contraintes

—>
Soit (S) la surface limitant 1'édifice, Y est le vecteur normal
a (s).
On appelle fonctionnelle des contraintes 1l'expression :
L A" L'intégration n'est faite qu'aux
\ (Cﬂ =/’i_ Q. WJ' /U d § points ol la vitesse vid est
4 donnée.

<
 Js)
Soit Q le champ des contraintes correspondant & la solution Vij. Soit
O‘?k un autre champ licite.
<

Si en un point de (S) la vitesse n'est pas donnée la contrainte

‘_ d\J G‘ 1'est et on a G:Jg(d,_ 6.;;0(,(7

done j (S )~ Qf (T)=> (023-- 04 Ve v

L'intégration est faite sur
toute:= la surface

Par le théoréme des travaux Viﬂ_ue;s on tire

96((3’)“ }319/(6_’()-‘ /( j-a,f/@' d v

Le principe du travail maximal donne alors
& | '7/ XSS
gé(q)— OC(O—//;O

On en déduit que la fonctionnelle des contraintes %(Cf‘j
est maximum parmi les champs de contraintes licites pour un champ

solution G

% Principe de MARKOY pour les vitesses

op
Soit (1)/ un champ de vitesses licite et A le champ solution.

Soit M (‘/U*) la fonctionnelle des vitesses
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L'intégrale sur(S/n'est faite que pour
les points ou Ti = T{ est donné.

En utilisant les mémes raisonnements qu'au paragraphe précédent on
démontre que : 5
; Mvig Hvw

Parmi tous les champs de vitesses licites la fonctionnelle des vitesses
est minimum pour le champ solution.

Par ailleurs le théoréme des travaux virtuels appliqué au champ solution

donne : ﬁ7(v &/(GU
donc : dé(@)( %(Q‘j //lcj ﬁ(y}

4) La théorie des charges limites

a) Généralités

. . . \ Q. N Q7 : =)
Si on applique un systéme de forces N\ Wyg ----- m a piotey
une structure avec croissant depuis zéro, il arrive un moment ol ’une

valeur 7\ il a écoulement.
1

CHE

¥

(&
/,' P

Dans 1l'espace des C:){ on a donc un point de coordonnées A,

correspondant & une charge limite.

On peut réitérer l'opération avec une autre distribution des forces
et on défini un point 2 <
g /\ < Q’ - I\‘f Q "

L'ensemble des points obtenus constitue une hypersurface- F dans
l'espace des ( C21~\, 6207 ) que 1'on appelle frontiére d'écoulement.

En fait dans la plupart des cas on ne sait pas définir la charge limite,
on se contente donc d'encadrer la charge limite en utilisant les théorémes
d'extremum vus au paragraphe précédent.

Remarque : on démontre aisément en faisant tendre le module d'YOUNG vers

1'infini, que les résultats qui suivent peuvent s'appliquer au solide élas-
tique parfaitement plastique.

b) Théorzmes fondamentaux, Procédé statique

o
Sodtul M 0fLs Qn ) un point de chargement limite, qi les
vitesses correspondantes (le travail des forces est Qi d qi), Gy Les

contraintes correspondantes, Q¥ une autre charge correspondant & un champ
de contraintes (§,,  licite.
“4

Le systeéme étant supposé rigide plastique on a en utilisant le théoréme
de HILL

(u'QM / “Sy) vy diy 0
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Soit E 1l'ensemble des charges Q&-et F la frontiere de E,
Soit Q un point de chargement limite

% Q appartient a E

% Q n'est pas a 1'intérieur de E sinon il existerait des Q¥ tels

que ( (Q{, - C:v C?(.‘/O => Q esh w F

x Pour la méme raison F Joi%}étre toute entiére du méme cOté par
rapport a la normale & (Jj

# Tout point de F est point limite sinon on pourrait continuer
le chargement au dela.

On tire douc les conséquences suivantes :

- premier théoréme

I1 existe une frontiére d'écoulement indépendante du trajet suivi a
partir de 1'état initial.

-~ deuxiéme théoreéme

Les forces pour lesguelles on peut trouver un champ de contraintes
licites sont en dega ou sur la frontiére d'écoulement.

- troisiéme théoreéme

La frontiere F est convexe, en un point ordinaire le vecteur (7
Jui est orthogonal.

- quatriéme théoréme

' ]
Pour des forces proportlonnelles o : \J) (’\>19 la
charge limite X/ est la plus grande des charges pour lesquelles
existe un champ de contrainte licite.

Tout champ licite en donne une valeur par défaut.

€) Procédé dynamique, théoremes fondamentaux

Soit Q un point de E associé au champ de contraintes licites (j{
Soit CU a'un champ de vitesses licite. : J

Le théoreéme des travaux virtuels et le théoréme de MARKOW donnent
.nL
?-/ tJ é d?f

/(‘((I'O ;dv\( (X\av o u:ﬂl

c.-/nc-
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- premier théoréme : La puissance d'un systéme de forces licites dans

un champ de vitesses licite ne peut dépasser la puissance totale
dissipée a 1l'intérieur du corps (pour les vitesses de déformation
de ce champ).

- deuxiéme théoréme : L'ensemble E est 1'intersection des régions

__________ « - - L Te G ¥

£ & Sk
CQ{ Q;~574 67J ey dv relatives a tous les champs de
vitesses Q{f&

- troisieéme théoreéeme : La frontieére F est 1'enveloppe des plans

Q. = fapvtdy

licites.

(G’(
- quatrieme théoreme R —

""""""""""""" -\ 7

Pour des forces proportionnelles F=2 J{ la charge

limite est la plus petite des charges dont la puissance parvienne 2
égaler la puissance dissipée dans certains champs de vitesses licites.
N'importe quel champ de vitesses licitesen donne une approximation
par exces.

d) Utilisation pratique

Dans la pratique on considére les chargements proportionnels ., Par
la méthode statique on définit un Ns  tel que A4:> As . Par la
méthode dynamique on détermine un >\d, tel que 'xd_é-A4 .

\
pN

-
—
b

>

zone de zone ol se trouve zone d'écoulement
stabilité la charge limite

EXEMPLES D'APPLICATION

A) Cas de la sphére creuse

~

Une sphére creuse est un bon exemple d'enceinte & pression. Par
ailleurs les symétries du probléme permettent aisément de trouver des
solutions analytiques aux problémes posés.

1) Cas d'une déformation élastique

Soient Pl et Pp les pressions extérieures et intérieures, rg et rj
les rayons intérieurs et extérieurs.
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S
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Le déplacement & est radial et a pour valeur sur le rayon
i p y

vecteur : __.-0 (P n, = 7 '243) 3 (o O) /Z 72

(77 7o) (3r+<d) (P 2, 4y 0

)\ et }J sont les coefficients de LAME.
—

Les contraintes k)n suivant le rayon vecteur et <30 suivant une
normale a ce rayon ont pour valeur

3 2
/?— 3— 2, j 5 )243‘ ﬂoj

3 3 3
G—g.‘: FO hU—P'f/é” -+ /4"‘ (Po—e) ')z }2’{3

3 ; 3 3 3
_)lci L})l /24’- )Zo

Si on applique par exemple le critére de TRESCA on voit que la
limite d'élasticité est atteinte sur 1'intérieur de la sphére (r = 1o ).

Le domaine d'élasticité est défini.par : ll P‘)\\\

'L’ /2)

x Cas d'une enveloppe mince

Dans ces conditions on note : r] + ro = 2 rm )Zi _)20: Ll
2s )va(”f“f\) o S
o

on Obhenf: G‘

- () ) £

[B.P\h ¢ P )
Go: (2%~ (5 2,-”—“-— Fi/iz
Le domaine élastique est donné par : ' =
}F-F,[%g\«
<
% Cas d'une bulle a 1'intérieur d'une piéce de métal

I1 peut exister a l'intérieur d'une pidce métallique (une enceinte
a4 pression par exemple) une bulle. Cette bulle est supposée de petit
diamétre devant les dimensions de la pigce. On se raméne donc au cas de la
sphére creuse en faisant : ny

P

~

La pression qui régne a une certaine distance de la bulle est P
(d'ou Py = P), on suppose par ailleurs la pression nulle dans la bulle..

— + =0

. . , , 3
On a : an.= = Py figg_
3
./Zg;,‘.3
(-_P—P/Zc
&= 77
Le domaine d'élasticité correspond donc a 3 P - }<



5

2/ Cas de la sphére creuse parfaitement plastique avec
déformations infiniment petites

On suppose que la pression extérieure est nulle (Q: o).

2 >

QK Ay

Nous venons de voir que 1orsquef’ B 5»3—— ( .)fj/;
4

des déformations plastiques apparaissent.

Si on augmente F?) , la sphére est plastifiée pour
]ZO{}Z < € ; la sphére est élastique pour : ( « n < )24
B

N e

soit., P la pression qui s'exerce sur le contour

extérieur de la zone plastique ; on a : p= <K (4_ C,j
3 N7
1
Dans la zone élastique, les contraintes et le dépla-
cement sont donnés par : > 5 3
: O, = %ﬁ C A - R B
> }243 p E
Q_t; = f,i c (// -+ />45 \
3 13 e /
2 )

3 ' \ :
SE (e ) A7 e’ V([ 2}
IR AR RN LR R T AN

Si on considére un petit élément dans la zone
plastique limité par les sphéres de rayon/l et 2+ da et par deux
diédres orthogonaux entre eux, se coupant en 0 et d'angle Jé?

Si on écrit que 1'élément
est un équilibre, par »
projection sur 1l'axe, on a :

: ; j
' d(&zfecfg)-40g£§fb0éh Je-o
ontipe : d % o (GZ*(SG):‘O <

an n Par ailleurs, on a : )(S_q‘ﬂ—e) - K

pour 1z € ona {,;_——-r’{@_g/;’ Q—5>O
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D'ou G-‘ = CS—-/I 5= \\
Ry 3

. . i Log h +-
Par intégration, on obtient : Q—/L— < K J
Mais :SQ est, continu en = C , on peut ajuster la constante ,

Dans la zone plastifiée, on a donc

o7 ex[zojg 3 {_{4_93)1
(2

3 /143
Qe- K+ S,

q La relation entre etus est
S [%e

1%

Se

Po=<kfeg e 7(4-2)
C

{

‘ La valeur maximale de la pression est (fi):
1

"
si 1% devient supérieure é(fc)M. il y a destruction car

(nK[ J2%

Vi

plus aucune couche élastique ne maintient la zone plastifiée,

Le point (PO)H est un point d'instabilité, en effet

' 24
si po': Lﬁ)ﬁﬁ— Jﬁ, pendant un court instant, il y a dilatation

4 >
de 1'enveloppe ; )20 devient 1, + 5720 s h,, devient /’2,, -+ (84’5,7
e ¥ e
mais il n'y a pas augmentation de volume donc : Jio _ )2,,
2, rc



Aprés cette dilatation, la sphere ne supporte

plus qu'une pression :
S)z [4“ \
(F JAZZC’ 710/ )12)

Nous n'avons pas encore défini le déplacement
dans la zone plastifiée,. -

Les dilatations linéaires sont < sur le
rayon vecteur et §5 sur ses normales.
.‘/;L‘
; ; : N & =z
La dilatation cubique a pour valeur : vfg f_ji S
DN v

elle ne résulte que de 1'élasticité, d'ol

i ?; + T e (Yn,+'f’q—5
Do T 35 +y)

En intégrant et en exprimant que.Eg est continu

pour L= C | on obtient

8/4& Zc3)L ot s Qi) 3 2(_&3 (}_\j__‘i-}i)ﬁ\)
3NETY n3 N2 ‘Y (3A+<P)S

Pour que 1' approx1matlon faite sur la petitesse de_ﬂ;

dans le domaine plastique soit valable, il faut que f; reste
petit, le cas le plus défavorable correspond a : N= Ry ef Ny=C
Sl
On voit donc que le terme k{ ) J(3Ar2Y) doit

étre petit.

Ce n'est pas le cas pour une enceinte trés épaisse

et soumise & de fortes pressiomns.
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3/ Sphére parfaitement plastique, déformations finies

On désigne par JU 1la distance actuelle d'un élément

et par ,hx‘ sa distance initiale.

#* Cas ol le coefficient de Poisson est égal a 1/2

e
Z(»y 2

Il n'y a donc pas de variation de volume,

/ 7, 3 ?/ 3
Pour deux rayons Nl et AL on a (ﬂ(—t,); (L -Q/)

3
A -2 - s s
La différence /1= 7« = AU est donc indépendante
de n’»t‘
Dans la région élastique, les déformations sont
infiniment petites et on a : ~§': R-rge = A
)
2,
En utilisant les équations donnant ;%? relatives
a la sphére élastique, on obtient : - é:ﬁ_ c}
. £
L est le modéle d'Young. 2
On confond et A dans le domaine élastique,

en particulier i, - A(L'

La formule du paragraphe précédent donnant (2, en

fonction de € reste valable mais ﬂonC représentent des

iy = _c’
IR PR

variables d'Euler.

3/<c3 ‘
SR ST dR 4 - _E
d w £t N e KNP

Fz est maximum pour (g _

>
¢ / 1
L/Yo ¢'é¥3 23%4 o= .:?cj
<
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Cette valeur de A correspond a une valeur de C

inférieure a ﬂvf

(90 est maximum avant plastification compleéte,

- -,,,_,’-3 y

La valeur du maximum est

(#2852 )oY

Y.

La variation de volume est élastique donc :

v 42v (T +<30)

Sh e
n - ,

en notant

v. Ah _ da

de — He _
Les équations du paragraphe précédent donnant Ql et<§§

dans la zone plastifiée sont encore valables en variables d'Euler,

done T4 25, 2 b K Ly B v TK &

}23
L
En négligeant 2K devant 1 on obtient
[?"
. . - 3
T LY () K (4
dn = = = B

A
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U
U est continue pour)li C , d'apres le paragraphe précédent

sur la limite de la zone

U- ! t/r}/f/-—frf) N_i)

113/

élastique d'ou

_‘:k} d=dry A €3 (/{‘/)C ’
(U”?L PR o 73) ”‘ﬁ_’J

dans la zone plastique,

Oon calcule alors /U en intégrant.géﬁ: U pour E§;<1
de
La détermination de la constante se fait en disant

qu'au moment ol la frontidre de plasticité atteint 1'é1ément

considéré, on a : C: Mg - R. (77_ A(4+,/j o {f (fr—?V”) 3R, *)
3£ 3 71 3

cette égalité est la conséquence des résultats des calculs faits

pour la zone élastique et donc sur sa frontiere,

Dans la zone plastifiée, on trouve donc

3,23
)&eﬁé(’lf jﬁM V/ K c"meir/fe ek ol

e
< + / .
nd
avec c<: —((//__(l/‘)’}’}_%
E
On peut montrer que dans ce cas la pression limitﬁiq)
/1

est également obtenue avant plastification totale,



3
n-

A
,l,‘{

2
5 ‘ 4+ X
e 52 F( il ) CM{

(L

4/ Cas de 1l'écrouissage

On suppose }/; é—/ de sorte que le volume se conserve,
2, ¢ :
+UD hdr= R, ({,714- pour un élément de longueur C( )21

Soc by & . log [ d2 s log (2
oih & g(;‘l_():dug(ﬁ{)
Soit @r’;—F(_ €) la relation déviateur de contrainte-

déformation
"S_a_i\\,‘z F( J Ty ) (Xj/%j ,_)

L'équilibre d'un élément donne comme au paragraphe

scédent : a; e
préceden o(d/l N BQ—A‘% 5
dr n

:;Q_,;Q/ F (Lcﬁ ( 2, est une fonction de?)
. A, { ) A

. 8/ F(t’ﬁ”}

7, - BN
./L‘. 5

(Do est fonction du paramétre cinématique _{AL

-~ _ = NF
£3 4 3 %(’/f%}

oi F =
Soit (é) R/f£/9 })t.§>1{3 1k
£

e TR(E gl L) s

A [T o :
L‘ n_\e l 11-"() 4 X Stk 7%
Le rayon tel que i,‘f_lf < ( T est la frontiére
élastoplastique. Dans le cas ol £ oS 3€/< on montre que [OO

est maximale avant que la plastification soit complete,
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B/ Poinconnement d'un massif semi-infini

1/ Présentation du Probleéme

Soit un massif semi-infini (rigide parfaitement
plastique) poinconné par un poincon plat sans frottement et infi-
niment rigide. Le poingon a pour 1argeur-€a, , 11 est infini suivant

l'autre dimension (voir figure)

Fé&x K3

//\\ <

> X
\Y/< X
N /,"\ / S
Xy : L'axe des est orthogonal
’ N\ N y ﬁ mxa/”’»j) ] ; &
A 1 / au plan de coupe,
. "/ ¥ ) o . / .
/4‘ o 174 // P . 8
A | - Ay
I ' -~ g P ///
' " all 2/ Comportement intuitif du systeme
¢t

< On peut voir ce qu'il se passerait si le massif

était trés légérement élastique,

Dans les zones B'A'C' et BAC il y aurait un
déplacement latéral suivant O = , ces zones seraient en

compression (d'od unS, .. négatif).

Dans la zone AC'AC, il y aurait d'une part enfon-
cement parallélement é(gg et déplacement latéral suivant Ox |
ces deux déplacements correspondraient i des compressions (Nax bf@gﬁ]
“oJ

positifs),

Le déplacement parallele a Oﬁ, doit étre nul
(i1 n'y a aucune raison qu'il se fasse plutdt vers les §,
positifs que vers les é% négatifs et on peut supposer le dépla-

cement parallélement 2 CZ§ maintenu nul a 1'infini).

e g
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i
Nous avons donc wigz o quand on se trouvera
- 5 ~ P
sur la frontiére €'astoplastique, on aura §:\ °f - O d'ou
~ 3 ’__\""
on peut tirer \55_; aQéf
Par raison de symétrie C>§,03 ef'qé doivent étre

paralléles aux directions principales des contraintes.

3/ Résolution statique

Le critere est )<rx— <§j15: F/%' , la contrainte
<{; s'ajuste comme on 1l'a vu pour que le point (Yi/ Qi?/ (Tf
corresponde é(f:d’&y ZL§: O . Ce qui est possible si.\(ix_iﬂjls“{,ﬁ‘
%
Si on utilise le critére de Misés, il y a détermina-
tion compléte de <;3 . Dans le cas du critere de Tresca, il y &«
indétermination partielle; on se trouve sur le cdté de 1'hexagone
qui est parallele a 1l'axe C{E

On retient le systéme de contraintes suivant

Ta: ¢ K
i

e

Le systeme est bien licite car

- il est en équilibre
- il satisfait partout aux conditions, aux limites

- il ne viole pas le critére ) o 1]
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La charge F vaut donc Z/ ’R a

La charge limite 6 est donc supérieure ou

e |
AN
A | 4/ Résolution cinématique
N 1Ak | Sy
bk ! N
n 1) | (4
N ] '_D /
‘ : | g B= RO =R
. | , ol e [ D= B =i
R Wl = ik .
S ' dt P
| ~ 'G s T -
' et On considére la rotation en bloc autour du point R
{ /
a la vitesse angulaire (o= ot d du bloc 0 G._D .

ol €

/
Cette rotation se fait en glissant le long de #ED

le reste du massif reste immobile,
La puissance du chargement est FT@ Cr2

En A' par exemple, nous avons un cisaillement,

Q- :G- 4 = G— (_‘, - 0
on a donec Mxx:Syys x3= “jvj-o/ 39{4314—‘ et qjﬁ’
a choisir pour que -0 N D - D
35
Les valeurs principales(\—;/(r\,/qg sont égales a

+\)%‘j/‘q—;‘ﬂ/ Qigé "
On voit donc que )G—;-\/\e)s <R => l@xg ){ ’Q

)
Le cisaillement maximal est donc 55(
La puissance dissipée a pour valeur : %Lﬁu 7 T

oh NE Q--i—é) i_
bl
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oAl

On peut jouer sur les paramétres'll et C%
pour rendre le majorant le plus petit possible., On trouve .g/:zz

e lgel, . ¢ el

= f

IN

eel (4+4 055/( At ok

On a donc encadré la charge limite par :

Z,d C A LY 3



VI - Possibilités de réglementation

A) Position du probléme

Jusqu'a présent nous avons présenté les théories
reposant sur 1'élasto-plasticité ; ces théories sont plus proches
de la réalité physique que la théorie de 1'élasticité pure.

Si on pouvait tenir compte de ces théories dans
la réglementation concernant les enceintes A pression, les normes
de sécurité seraient sensiblement améliorées (élagage des coef-
ficients de sécurité inutiles par exemple des coefficients dits
d'ignorance ou renforcement de certains coefficients trop faibles).

Jusqu'a présent sauf dans des cas simples (sphére
ou cylindre) on ne pouvait résoudre les équations d'élasto-plasticité.
I1 était donc impossible d'appliquer un quelconque réglement faisant
intervenir ces équations.

A présent, le probléme est fondamentalement trans-
formé, en effet si on ne sait toujours pas définir de solutions
analytiques dans le cas général, on sait par contre trouver grice
aux ordinateurs des solutions numériques aux problémes posés.

B) La résolution numérique

On suppose connues les caractéristiques du métal
coefficients de Lame, coefficients d'écrouissage ou plasticité par-
faite, critére d'élasticité (en général Tresca pour le calcul nu-
mérique), densité,

I1 convient de tenir compte du mode de chargement
(on sait que 1'histoire de 1'édifice influe sur sa limite de rupture).

En ce qui concerne les enceintes a pression on ne
prend en considération que les modes de chargements proportionnels
(Si les forces extérieures sont F1 ... Fm elles ne peuvent que
prendre les valeurs )\F%___ S Fam avec \quelconque mais identique
pour toutes les Fi).

Cette hypothése est logique, en effet de par son
essence méme, une force de pression ne peut étre que proportionnelle
a moins de considérer deux enceintes non communicantes et juxtaposées.

Dans le cas ol les déplacements sont petits on peut
utiliser directement des relations du type Prandtl Reuss ; il faut
néanmoins rester prudent car comme on 1'a vu dans 1'exemple de la
sphere il arrive fréquemment que les déformations soient importantes.



< B

Dans le cas général on peut utiliser en variable d'Euler -

- soit les équations directes sur 1l'écrouissage

- soit les équations sur les vitesses (le temps étant ici comme nous
1'avons vu un paramétre de calcul).

I1 faut convenir que 1l'introduction du temps et le passage aux vites-
ses apportent peu de chose a la résolution des calculs,

En tout état de cause dans les deux cas, la résolution sera obtenue
par la méthode d'analyse numérique dite "des éléments finis'.

La méthode des éléments finis

Elle consiste & découper l'enceinte en petits octaédres et & calculer
le comportement de chacun d'eux si on fait passer par étapes la pression de
zéro a P,

La justification du découpage en octaédres est une conséquence
de la théorie de Galerkine

Si on cherche une fonction G * sur un espace vectoriel H de dimen-
sion infinie dénombrable telle qu'une fonction I ( & ) soit minimale pour
g g * , on obtient une 'série convergente®," vers U * en résolvant
le probléme dans des espaces vectoriels de dimension finie n, contenus dans H

Hn de dimension n¥est tel que HmC:- H?wac“ H
Dans Hn on trouve & % tel que I (C,7F soit minimal danl,
- 3 i
pagsn  sin_ Feb oy Ky F
2 gl

Supposons 1'état de 1l'enceinte connu pour une pression P si on appli-
que une surpression petite dP en sggplément, les équations d'écrouissage
permettent de calculer o T et A & i dans chaque octaddre (on
fait une approximation de d g et d § en prenant successivement un nombre
n d'octaédres n = 1 2 N, N correspondant & la précision désirée). On connait
donc ainsi 1'état correspondant a la pression P + dP, on réitére alors l'opéra-
tion.

La précision du calcul est d'autant meilleure que N et 1 sont
élevés. dp

Remarque : L'espace vectoriel des points de 1'enceinte a la puissance du
continu mais on sait qu'une fonction continue sur R3 est connue a partir du
moment ol on la connait sur Q3 (Q est le corps des rationnels et est donc

dénombrable). On applique le méme raisonnement aux points de 1'enceinte.

Remarque : Si 1l'enceinte n'est pas trop épaisse on peut également appliquer

la théorie des coques. L'inconvénient de cette théorie est que 1'on ne connait
pas exactement les conséquences de 1l'approximation faite.
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2) Cas des charges limites

On dispose dans ce cas des relations variationnelles de Hill et
Markov, ce sont des moyens de calcul trés puissants,

- dans les cas ol on le peut on cherchera la charge limite
fi ) f en résolvant une relation variationnelle de Hill
ou de Markov dans le cas limite correspondant a 1'égalité ;

- Dans les autves cas on se contentera d'encadrer la valeur N,
par )//"S}.\L < A M
Nk correspondant i une solution de contraintes licites (Hill)
XP1 correspond a une solution de vitesses licites (Markov)

C) Possibilités de réglementation ?

1) Généralités
Le choix de coefficieuts de sécurité est nécessairement arbitraire
dés qu'il ne repose plus entiérement sur des raisonnements physiques.

A ce choix on peut opposer la notion de régle de sécurité, une
régle de sécurité dérivant directement d'une théorie physique., Comme on peut
faire de nombreuses théovies (par exemple : rigidité, écrouissage, plasti-
cité parfaite...) on a donc encore le choix parmi plusieurs régles.

Exemple : En théorie de 1'élasticité on montre qu'une barre est détruite

pour une force supérieure a é{

g

b Y
En théorie de 1'élasto-plasticité cette force est 4
P P

On a donc le choix entre deux régles F< EE

FZ 5
On peut également penser qu'il faut &tre é@golument certain que
la barre résiste a la force F méme si une impureté existe dans le métal
ou on peut penser que les théories ne représentent pas avec une fidélité
satisfaisante la réalité physique. i
On est donc amené a 1mposer un coefficient de sécurité supplémen-
taire k a la régle retenue : fg Jk(FE m~ Fs JKJIO aveed2K = 0
Le coefficient de sécurité k est donc un coefficient d'imperfec-
tion qui doit tenir compte de faits plus ou moins prévisibles, k sera
choisi d'autant plus petit que l'on veut &tre certain de la non rupture
de 1'édifice. Dans ce qui suit je ne m'intéresserai plus qu'aux régles de
sécurité.

Pour le choix d'une régle de sécurité on peut ou non combiner
plusieurs reégles différentes ;

par exemple : F’<i Aeh ( fi' (f }
F<iof { fe fof

Le seul impératif est que les critéres intervenant dans la régle
de sécurité doivent @tre cohérents entre eux. i
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Soit un point M a la surface
2 . de l'enceinte, celle-ci a
zone—&lastique i

une épaisseur e en M
zone-plastifide

Soit ep l'épaisseur de la zone plastifiée en M.
On peut choisir la régle suivante

en tout point : ep £ ke, og—&&”4 pour tout M de la
sur face,

k = o correspond au cas ol on désire que toute l'enceinte reste
élastique.

k = 1 correspond au cas ol on ne veut pas que des points extérieurs
de 1l'enceinte dépassent le seuil d'élasticité. |
Si le métal est trés écrouissable on pourrait prendre k > 1,

Soit Pp la pression maximum telle que les points extérieure de
1'enveloppe soient tous dans le domaine élastique,

On peut choisir la régle : P < k Pp

Si k =1 on a la méme régle que dans le paragraphe ci-dessus.

Si k % 1 nous avons une régle globale par opposition au cas précé-
dent ol la régle était locale ; il fallait 1'appliquer 2 chaque
point de la surface de 1'enceinte,

Soit un point N de 1'enceinte.

— —
Le déplacemen§>E; du point N se décompose en partie élastiqueS
et en partie plastique g > R

La régle de limitation des élongations sera :LE% IS;-"% (:5&

C'est une régle 1oca1eiQgizg:ggggiii:::;7

La valeur k = O correspond au cas ol toute 1l'enceinte reste dans |
le domaine élastique. . 1

Soit Pp le plus grand minorant connu de la pression limite Py,
On peut imposer la régle globale suivante

-
P S k Py
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6) Autre reégle dans le cas des charzes limites

Soit ( j(qlii,ds ) - 1 =0 1'équation donnant la limite de
rigidité avec ( §(q;;q}«jg) ) - 1< 0 et Zf (0, 0, 0) = 0 dans 1le
¥ J

domaine rigide.

Soit Py le plus grand minorant de la pression limite Py.

0 Si on considere un matériau dont le critére de rigidité soit
( (€,63) ) - k =0 avec YShgA on définit Pyk le plus grand
) H P g
minorant de la pression limite P, .

On peut imposer la régle globale

k
P§; Py

D) Conclusion

J'ai présenté dans ce dossier les différentes approches possibles
de 1'étude des enceintes sous pression en théorie élasto-plastique

solide élastique avec écrouissage

solide élastique & plasticité parfaite

solide rigide plastique

charges limites.

Cette étude n'est bien entendu pas exhaustive, son but est de
présenter les bases d'une éventuelle transformation des re¢glements de
sécurité concernant les enceintes a pression.

A la fin du dossier j'ai exposé quelques unes des régles qui me
paraissent les plus logiques. On peut en trouver d'autres qui seront peut-
étre meilleures. Cependant si on veut établir de nouvelles régles il faut
absolument créer quelque chose de neuf et non pas essayer d'adapter des
régles qui ont été congues pour d'autres théories.

L'évolution du code américain ASME III me parait & cet égard
symptomatique. On a rajouté par endroits des régles dérivant de la plastici-
té pour finalement obtenir un ensemble assez disparate et sans support autre
qu'empirique.

Une nouvelle réglementation francaise doit donc &tre congue
globalement et non pas &tre un replatrage de l'ancienne réglementation
(basée sur 1'élasticité linéaire) ou une adaptation du code ASME IIT (qui
est déja lui-méme une adaptation plus ou moins heureuse).



