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Résumé — Nous proposons un modèle numérique d’essais in situ sous tomographe réalisés sur un
agrégat de sable lié par une résine polymère. Un modèle hyper-réduit est généré à partir des champs de
déplacement issus de la tomographie, préalablement complétés et lissés par une méthode Gappy POD.
Cette approche permet une calibration d’un modèle Cemented Clay and Sand Model (CCASM) afin de
reproduire la localisation des déformations avant rupture.
Mots clés — Sable cimenté, hyper-réduction, Calibration, Calculs 3D

1 Introduction

Le sable lié par de la résine polyuréthane est utilisé en fonderie afin de mouler les cavités internes de
pièces telles que des culasses ou des traverses. A la fin de la solidification, les noyaux sont évacués par
un procédé appelé débourrage, consistant à un martelage provoquant une fragmentation progressive des
noyaux. Nous développons un modèle de comportement permettant de prévoir la localisation des défor-
mations annonciatrices de la rupture des noyaux en sable. Ce modèle doit être raisonnablement simple
pour permettre des simulations numériques en usine de cas anormaux de débourrage, tout en prévoyant
la taille des fragments des noyaux de fonderie.
Le comportement mécanique des noyaux possède à la fois les caractéristiques des matériaux frictionnels
comme le sable mais aussi celui de matériaux cohésifs comme les argiles du fait de la cimentation artifi-
cielle. La littérature se compose essentiellement d’études industrielles faisant varier le type de résine, le
taux de résine ou le sable lors d’essais mécaniques standards (compression triaxiale ou flexion).
Concernant la modélisation, on dénombre quelques publications se plaçant à l’échelle microscopique et
utilisant la Discrete Elements Method [1, 2]. De même, il existe une assez vaste littérature se consacrant
à des modèles macroscopiques de sables seuls, de complexité variable. Citons à titre d’exemple le cri-
tère de Mohr-Coulomb, de Drucker-Prager [3], Modified Cam-clay [4, 5, 6], Revised Cam-clay [7] ou le
Clay And Sand Model (CASM) [8]. Cependant, ces modèles-ci ne permettent pas de prendre en compte
la cimentation du sable ou son évolution. Les modèles de cimentation sont très restreints et se situent
essentiellement dans le cadre fixé par Gens et Nova en 1993 [9] : voir par exemple le CASM-n [10] ou
le Cemented Clay And Sand Model (CCASM) [11, 12].
La démarche de cette étude consiste à établir un modèle macroscopique du comportement du noyau de
fonderie. On se place dans le cadre de la mécanique des sols à état critique [5, 13]. On simplifie cepen-
dant notre modèle en considérant une élasticité linéaire et non pas un modèle hypoélastique.
Les résultats obtenus avec le modèle sont ensuite comparés à des essais standards réalisés en laboratoire
sur les noyaux (on se focalisera ici uniquement sur les essais de compression uniaxiale). Afin de com-
pléter cette étude, on exploite des essais de compression uniaxiale observés en tomographie effectué à
l’INSA de Lyon dont on extrait des champs de déplacement afin de les imposer comme conditions de Di-
richlet à d’un modèle mécanique. Cette étude permet d’évaluer l’impact et la pertinence des paramètres
sur les faciès de rupture simulés. La littérature actuelle se focalise principalement sur des comparaisons
de courbes macroscopiques d’essais et de simulations. Cependant, avec un matériau ayant un fort com-
portement adoucissant en cisaillement et donc des bandes de localisation, il est difficile d’exploiter de
manière pertinente une courbe mettant en jeu des déformations (totales ou plastiques) ou les contraintes
étant donné que ces grandeurs deviennent vite inhomogènes dans l’échantillon. La simulation doit rendre
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compte de la localisation des déformations mesurées par correlation d’image des champs de déplacement
issus de la tomographie. Le contraste des grains suffit ici à mettre en oeuvre cette corrélation d’image.
Par ailleurs, les champs de déplacement permettent de construire un modèle hyper-réduit de l’essai de
compression in situ, dont la complexité numérique se situe entre un calcul par éléments finis et un calcul
à champ de déplacement complètement piloté par les mesures. Cette réduction du modèle de l’essai de
compression permet une première calibration rapide des coefficients de la loi de comportement, sans
recours à la simulation par éléments finis. Si nécessaire, celle-ci peut ensuite être affinée à l’aide de si-
mulations par éléments finis. L’objectif final d’un tel modèle est la prévision des faciès de rupture du
matériau lors du débourrage.

2 Modèle

2.1 Surfaces de charge et d’écoulement

Le modèle constitutif élastoplastique se base sur le Clay And Sand Model développé par Yu [8] et
le modèle de cimentation mis au point par Gens et Nova [9]. Un tel modèle s’inscrit dans la lignée du
Cemented Clay And Sand Model [11, 12] appliqué notamment à des sables naturellement cimentés. De
plus, il se place dans le cadre de la mécanique des sols à état critique : on considère qu’il existe un seuil
M où lors d’un chargement triaxial :

— Pour q
p+pt

> M : le noyau se contracte
— Pour q

p+pt
= M : le noyau se déforme à volume constant

— Pour q
p+pt

< M : le noyau se dilate
où l’on a noté q la contrainte de von Mises, p la pression hydrostatique et pt la pression de résistance à
la traction.
La cimentation est décrite par un paramètre scalaire b. Au cours de l’endommagement du matériau,
b diminue. Ce paramètre tient compte de ponts de polymère entre les grains de sable et a pour effet
d’agrandir la surface de charge et autoriser une résistance à la traction. On suppose que la forme de la
surface de charge du sable cimenté est la même que celle du sable seul. L’agrandissement de la surface
de charge est pilotée par les pressions hydrostatiques de compression et de traction :

po = pc(1+b)

pt = αbpc

où pc, pression de préconsolidation, correspond à la pression maximum admissible en compression hy-
drostatique du sable seul. Cette grandeur permet de prendre en compte le comportement frictionnel du
matériau tandis que le paramètre de cimentation modélise le comportement cohésif. α est un paramètre
scalaire constant permettant de prendre en compte la résistance à la traction apportée par la cimentation.
La surface de charge de ce modèle est :

f (σ; pc,b) =
(

q
M(p+ pt)

)n

+
1

lnr
ln
(

p+ pt

pc(1+b)+ pt

)
Une représentation de la surface de charge est disponible en Figure 1. La courbe bleue représente la
surface de charge pour le sable seul (b = 0), la courbe rouge met en évidence les modifications dues à la
cimentation. La surface de charge peut se subdiviser en deux parties :

— Une partie quasiment linéaire, de pente M, rappelant notamment le critère de Drucker-Prager
— Une clôture hydrostatique elliptique pour les pressions hydrostatiques plus grandes

Cette allure de surface de charge ne diffère pas, en soit, de celle du critère de Drucker-Prager Cap [14].
Cependant, la formulation développée pour le Clay And Sand Model a l’avantage de définir une seule
surface de charge avec une formulation mathématique relativement simple.
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FIGURE 1 – Surface de charge dans le plan (p,q)

Comme dans [15, 12], on considère un écoulement non associé. La surface d’écoulement se dé-
duit de la relation de Rowe reliant la déformation plastique volumique ε

p
v à la déformation plastique de

cisaillement ε
p
s :

ε̇
p
v

ε̇
p
s
=

9(M
m −

q
p+pt

)

9+3 M
m −2 M

m
q

p+pt

La fonction d’écoulement fait intervenir un nouveau paramètre m > 1 qui sert à atténuer l’effet de M
dans le domaine plastique. En effet, le paramètre M peut être relié à l’angle de friction φ du critère de
Drucker-Prager. Cependant, le critère de Drucker-Prager est généralement utilisé avec une formulation
non associée, utilisant un second angle, appelé angle de dilatation β, de moindre valeur. Cette non-
associativité principalement motivée par le fait que l’angle de friction est trop élevé et tend à surestimer
les variations de volume en plasticité [15].

2.2 Evolution des variables d’écrouissage et d’endommagement

Ce modèle comporte une variable d’écrouissage, pc, et une variable d’endommagement, h, assurant
une décroissance de b. L’évolution de pc obéit à l’équation classique de la mécanique des sols à état
critique :

ṗc

pc
=

v0

λ−κ
ε̇

p
v

où v0 est le volume spécifique initial et λ et κ les coefficients de compressibilité du sable. L’évolution
de pc est donc directement dépendante des variations volumiques de l’échantillon. Par exemple, une
dilatation entraîne une augmentation de pc.
Le paramètre de cimentation b dépend quant à lui de manière exponentielle à la déformation plastique
cumulée d’endommagement h, avec :

b = b0e−h

ḣ = h0|ε̇p
v |+h1|ε̇p

s |

où h est pilotée par les déformations plastiques. Les paramètres h0 et h1 permettent de prendre en compte
la sensibilité relative au cisaillement ou aux déformations plastiques volumiques.
Il est à noter qu’il y a une compétition entre le comportement frictionnel et le comportement cohésif du
matériau. Ce dernier provoque uniquement un adoucissement mais en cas de comportement dilatant, il y
a compétition entre la diminition de b et l’augmentation de pc.

Du fait de la rupture ou de la dégradation des ponts de résine entre les grains, on observe une dimi-
nition du module effectif d’élasticité. On écrit classiquement :

E = Eini(1−D)

avec D paramètre d’endommagement. Nous proposons une loi d’évolution de D dépend uniquement de
la cimentation :

D(b;k0,k1) = 1− sinh(k0(b− k1))+ sinh(k1k0)

sinh(k0(b0− k1))+ sinh(k1k0)

Où k0 et k1 sont des paramètres mathématiques constants. L’évolution de D en fonction de b/b0 est tracée
en Figure 2. Pour b proche de b0, la perte de raideur est assez rapide puis finit par se ralentir. On a consi-
déré ici que l’endommagement du matériau est uniquement dû à la perte de cimentation, c’est-à-dire à la
décohésion du matériau. On ne considère donc pas de mécanisme d’endommagement des grains de sable
eux-mêmes.
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Cette loi est basée sur des essais de compression uniaxiale cyclée où on a estimé la perte de raideur au
cours du chargement. Cette loi est purement empirique.
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FIGURE 2 – Evolution de D en fonction de : a. b/b0, b. h

3 Exploitation d’un essai de compression uniaxiale observé en tomogra-
phie

3.1 Motivations

Afin de modéliser au mieux les faciès de rupture du matériau lors de la compression uniaxiale, des
observations au tomographe ont été menées sur une éprouvette parallélépipédique en collaboration avec
le laboratoire Mateis de l’INSA de Lyon. Elles ont permis de déterminer les champs réels de déplacement
dans l’échantillon au cours du temps. Ces données servent ensuite de conditions de Dirichlet et de modes
de base réduite pour la simulation d’essais de compression afin de permettre une meilleure calibration des
paramètres. La vérification des paramètres calibrés est réalisée par un calcul mécanique 3D à conditions
limites issues de la tomographie.
Par corrélation d’images, on obtient un champ de déplacement contenant lx× ly× lz× lt points, où l’axe
z est la direction de compression. Pour plus de détails sur la méthode de corrélation d’images utilisée,
voir [16, 17]. Cependant, les champs de déplacement obtenus par tomographie se sont révélés bruités
et incomplets du fait d’une corrélation d’image ne pouvant pas déterminer le champ complet à si faible
magnitude de déplacement. Une méthode de reconstruction basée sur les méthodes de Gappy POD [18,
19] a donc été développée pour reconstruire de manière efficace ces champs. Cette méthode a aussi
l’avantage de permettre un lissage des données et donc de diminuer le bruit assez présent en début
d’essai.

3.2 Brève description de l’algorithme de reconstruction

Contrairement à une approche consistant à compléter le champ de déplacement à chaque pas de
temps, on considère un champ lacunaire comme dépendant de la position et du temps. La philosophie
derrière ce point de vue est la suivante : considérons un point d’un palier donné où l’information est
manquante. La première idée consiste à considérer les voisins de ce point et d’interpoler. Cependant on
peut aussi regarder ce même point aux autres paliers et constater que l’information est présente. Il est
possible ainsi de prendre en compte les valeurs du champ de déplacement aux autres paliers, qui sont
aussi pertinentes que celles des voisins.
Le coeur de l’algorithme de reconstruction Gappy POD est le suivant :

1. Construire une base de données de m points où l’information est connue à tout temps à une
position (x,y,z) donnée appelés snapshots

2. Construire une base POD V de cette base de données
3. Pour les points où l’information est manquante, utiliser la base V pour reconstruire le déplace-

ment
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4. Enrichir la matrice de snapshots avec les nouveaux points ajoutés et continuer la procédure jus-
qu’à compléter le champ

Les données sont stockées dans une matrice ayant lx× ly colonnes et lz× lt lignes. Les snapshots corres-
pondent aux déplacements aux différents plans (x,y) au cours du temps dans l’épaisseur de l’échantillon.
Un exemple de plan reconstruit est représenté en Figure 3.

a. b.

FIGURE 3 – a. Champ avant reconstruction, b. Champ après reconstruction

3.3 Modèle hyper-réduit de l’essai de compression

Dans le but d’extraire une base réduite des champs issus de la tomographie, on applique à nouveau
la méthode POD afin de séparer les variables d’espace et de temps. Le maillage utilisé pour la simulation
de l’essai de compression correspond à la pixellisation de l’éprouvette. On note Q la matrice des valeurs
nodales des champs lissés par la Gappy POD. Chaque colonne de Q est un champ complet correspon-
dant à un niveau de chargement. La base réduite notée V est obtenue par la décomposition aux valeurs
singulières de Q :

Q = V S WT

où S est la matrice diagonale des valeurs singulières et W la matrice des vecteurs propres à gauche.
Connaissant le champ expérimental lissé en tout point du maillage, nous en déduisons également une
base réduite des champs de déformation par la méthode POD. En appliquant la méthode DEIM [20]
à la base réduite des déplacements et à celle des déformations nous obtenons une liste de points d’in-
terpolation dans le maillage. Un domaine réduit d’intégration est constitué en rassemblant les éléments
connectés à tous les points d’interpolation. A ce maillage on rajoute une zone d’intérêt autour de la zone
de localisation des déformations constatée expérimentalement. Du fait de la réduction du maillage, seule
une partie des résidus du modèle éléments finis est accessible pour établir la formulation des équations
hyper-réduites. Cette notion de résidus accessibles s’explique par le choix de conditions aux limites de
type Dirichlet à l’interface entre le maillage réduit et la maillage complet [21]. On note r le résidu des
équations d’équilibre éléments finis. On note F la liste des degrés de liberté non connectés aux éléments
hors du maillage réduit. Soit Ω le domaine occupé par le maillage complet. Soit ΩZ le domaine occupé
par le maillage réduit. On en déduit F par :

F =

{
i = 1, . . . ,N |

∫
Ω\ΩZ

ϕ2
i dΩ = 0

}
où N est le nombre de degrés de liberté du modèle éléments finis et ϕi sa ième fonction de forme. La
formulation hyper-réduite des conditions d’équilibre s’écrit : trouver γ ∈ RN tel que,

∑
i∈F

vikri(Vγ) = 0 ∀k = 1, . . . ,N

où N est le nombre de modes de déplacement issus de la tomographie et vik la composante en ligne i et
en colonne k de ces modes. Le nombre d’équations à résoudre est N � N et l’intégration de la loi de
comportement n’est effectuée que sur ΩZ . Si on substitue la matrice identité à V, alors le domaine réduit
couvre tout le domaine et l’on obtient le modèle éléments finis complet. Il s’agit donc bien d’un modèle
simplifié de l’essai de compression.
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4 Validation

4.1 Compression uniaxiale idéalisée

La pertinence du modèle est évaluée par rapport à un essai de compression uniaxiale idéalisée où le
déplacement a été imposé. La Figure 4 montre les courbes contrainte-déformation. Le modèle ne prévoit
pas de durcissement pré-pic, et ne permet donc pas de modéliser cette première phase de plasticité. On a
considéré ici le matériau comme élastique jusqu’au pic. Une modification du modèle avec des approches
multi-surfaces (une pré-pic et une post-pic) est envisageable (voir par exemple [7]).
La démarche de calibration est similaire à celle décrite par Rios et al. [12] en exploitant des essais de
compression uniaxiale, des essais de flexion 3 points et des essais de die pressing.
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FIGURE 4 – Comparaison des courbes
contrainte-déformation
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p
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D
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FIGURE 5 – Evaluation de la loi d’endomma-
gement

L’exploitation de ces courbes macroscopiques a permis de dégager des intervalles d’admissibilité
pour certains paramètres, notamment ceux intervenant dans la formulation de la surface de charge (voir
Figure 6). Compte tenu des incertitudes dues aux essais, que ce soit au niveau des mesures elles-mêmes
ou de la répétabilité des essais (effets de lots, inhomogénéité initiale de l’échantillon,...), il est impossible
d’exhiber un ensemble unique de valeurs de paramètres pouvant calibrer l’ensemble du domaine avec la
seule donnée de courbes macroscopiques d’essais standards. Toutefois, la donnée de ces intervalles est
une première étape pour la calibration du modèle ainsi que sa validation.

p

q f1
f2

f1 f2

M 1.4 1.1
n 3.8 4.75
r 6000 2500
α 0.42 0.46

FIGURE 6 – Recouvrement des prévisions dans l’espace des paramètres

4.2 Champ réel issu de la tomographie

Le modèle ainsi développé est ensuite confronté à un cas où le chargement est plus réaliste. On s’in-
téresse donc au champ de déplacement reconstruit issu de la tomographie que l’on va imposer comme
conditions de Dirichlet en haut et en bas de l’éprouvette hyper-réduite. On compare ensuite le champ
de déformation trouvé avec celui issu du champ de déplacement obtenu avec le champ de déplacement
Gappy POD imposé dans tout le maillage.
Toutefois, l’objectif du modèle simplifié n’est pas d’obtenir un champ de déformation exactement conforme
à celui de l’essai. Notre approche se focalise sur une bonne détermination des faciès de rupture du maté-
riau. La Figure 7 présente la déformation totale de cisaillement, εs, pour les deux approches étant donné
que la rupture a lieu essentiellement par une localisation de la déformation de cisaillement. On a effectué
les calculs sur un maillage hyper-réduit et un maillage complet (resp. Figure 7 a. et b.). On se place ici à
un instant post-pic avant la rupture.
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FIGURE 7 – a. εs sur la géométrie hyper-réduite b. εs du modèle, b. εs Gappy POD, d. Faciès de rupture
final

D’un point de vue qualitatif, on constate que la simulation prévoit bien le premier glissement avec un
détachement du coin supérieur. La seconde bande de glissement traversant le bloc à 45◦ est aussi prévue
(Figure 7 b.). On constate à nouveau une tendance du modèle à surévaluer les déformations plastiques
et la localisation. Celle-ci est principalement due à la non prise en compte du durcissement pré-pic. La
simulation tend donc à anticiper les localisations. La Figure 7 c. montre εs pour le calcul où tout le champ
de déplacement Gappy POD est imposé mais à un instant ultérieur à celui de la simulation montrée en
Figure 7 b. C’est seulement à cet instant que la seconde bande de localisation commence à s’amorcer.
De plus, le calcul hyper-réduit a été effectué sur un maillage comprenant, en plus des zones d’intérêt
sélectionnées par la méthode d’hyper-réduction, le haut de l’éprouvette (afin d’évaluer les efforts sur
cette face) et le coin supérieur (zone d’intérêt mise en évidence par la visualisation des résultats de
tomographie). La Figure 7 a. montre que, notamment, εs est correctement évalué sur les zones d’intéret.
La démarche d’hyper-réduction permet ainsi de se focaliser en particulier sur des zones d’intérêt tout en
ayant des résultats quantitativement pertinents et en diminuant sensiblement les temps de calculs (gain de
temps de l’ordre de 10). L’étude de cette simulation a notamment permis de mieux appréhender l’impact
de certains paramètres sur les bandes de localisation ou l’adéquation du champ de déformation simulé
avec celui issu de la tomographie.

5 Conclusions

Cette étude sur "structure" s’est donc montrée plus riche pour la calibration du modèle et son évalua-
tion que les courbes macroscopiques habituellement utilisées dans la littérature pour justifier les modèles.
On a ainsi pu réduire les intervalles de paramètres admissibles et affiner la calibration du modèle.
L’étude s’est basée sur une démarche en trois temps :

1. Etablissement d’un modèle simplifié de comportement d’un sable artificiellement cimenté basé
sur le Cemented Clay And Sand Model exposé notamment par Rios et al.[12]

2. Détermination d’un ensemble d’intervalles de paramètres admissibles basé sur l’exploitation
de courbes macroscopiques d’essais standards (compressions triaxiales, flexion 4 points notam-
ment). Il est important de noter que cet intervalle doit tenir compte des incertitudes de mesures et
de répétabilité mais aussi de la redondance de certains jeux de paramètres.

3. Affinement final des paramètres par l’exploitation d’un calcul 3D hyper-réduit à chargement
complexe et confrontation des résultats par rapport à un champ reconstruit issu de la tomographie.
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L’utilisation de calculs 3D hyper-réduits est une méthode pertinente pour affiner les paramètres admis-
sibles pour un matériau adoucissant comme présenté ici. Nous avons pu évaluer l’impact des paramètres
sur les bandes de cisaillement sans recourir à la simulation par éléments finis.
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