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Résumé — Les interactions entre les arcs et les champs externes jouent un role fondamental
dans la conception et [’optimisation des torches a plasma modernes. Notre travail se propose
ainsi de décrire par une approche purement analytique la dynamique d’un arc (AC ou DC)
sous [effet de champs transversaux (champs magnétiques externes et auto-induits, champs de
vitesse) et de dégager les parameétres importants d’influence sans avoir recours a la
modélisation numérique. Des simulations MHD(magnétohydrodynamique) ont été effectuées
afin de valider les résultats analytiques.
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Introduction

De nombreuses €tudes ont été menées ces dernieres décennies afin de mieux comprendre le
comportement et la dynamique des arcs AC et DC soumis a des champs externes et
magnétiques auto-induits. Or, depuis 1’avénement de la micro-informatique, les approches
analytiques d’étude des interactions arc/champs ont été délaissées au profit de la modélisation
numérique. En conséquence, la base théorique du couplage arc/champs reste encore mal
comprise de nos jours. L’objectif est de batir et valider un modele analytique simple qui
permettrait in-fine le contrdle et la stabilisation d’arcs €lectriques en présence de champs
externes, sans avoir recours a de la modélisation numérique. Le modele analytique repose sur
I’établissement et la résolution d’une équation différentielle partielle faisant apparaitre des
parameétres qui dépendent principalement des caractéristiques physiques et géométriques de
I’arc étudié (température, pression, courant, rayon et longueur d’arc, diffusivité...) [1]. Ce
papier constitue un complément de la référence [1], du fait qu’il décrit en détail (dans la
section 3) le choix fait pour I’approximation de la vitesse d’écoulement.
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1. Hypotheses et équations

Vu la complexité et la non-linéarité des équations couplées décrivant le modéle, il est
indispensable de faire des hypothéses approximatives et rigoureusement justifiees afin de
construire analytiqguement notre modele. Le rayonnement est alors négligeable [1-4] ainsi que
les phénomenes aux électrodes. La viscosité, la diffusivité thermique du plasma et le rayon
d’arc sont considérés constants [2]. L’étude est menée sur une torche a électrodes pointe-
pointe comme le montre la Figure 2. Notre étude est restreinte a 3 équations fondamentales :
I’équation de conservation de la quantit¢ de mouvement, le bilan thermique et 1’équation de
Maxwell-Faraday. Elles sont représentées respectivement de la fagon suivante :

ap]_/) - fcd = =
W-{-V.(pV@VT'i'P):V-TMaxwell ()
1,08 _, .
(22 — 2 2
A<at+w.vs) AS + oE )
. . 0B
VXE=—— 3)
ot

P et Tyawen feprésentent respectivement le tenseur de contraintes mécaniques et le tenseur

de Maxwell. p et A correspondent a la masse volumique et la diffusivité thermique. E désigne
le champ électrique. La deuxiéme équation, connue sous le nom de 1’équation d’Elenbaas-

Heller, représente le bilan thermique. S est le potentiel du flux de chaleur. Il est donné par [1]:
T

S=| k(T)dT' 4)

Ty
T, est une tempeérature de référence. Elle est choisie comme étant la température de
conduction. k est la conductivité¢ thermique du plasma. W =V, —V, désigne la vitesse

— —

relative entre I’écoulement du plasma V; et la vitesse de I’arc V. En faisant I’hypothése que la
conductivité électrique dépend linéairement du S (¢ = BS), la résolution de 1’équation (2)
pour une colonne d’arc rectiligne nous donne [2,3]:

S(rt) = foo 4 g JT—sindsin(Zwt + 5 AC
r,t) = N ZBral(a0) sindsin(2w ) (arc AC)
r (®)
S(r) = M (arc DC)
- 2\/§7ra]1(q1)

2
& = arccot(w®) et O = /,la—qz sont des caractéristiques de I’arc. a est le rayon d’arc et g,
1

correspond a la premiere racine de la fonction de Bessel J,. I, est le courant maximal.

Les propriétés du plasma (comme la conductivité électrique, diffusivité thermique, masse
volumique, etc...) dépendent de sa température et de sa pression. Un logiciel dont on dispose
dans notre laboratoire (TTwinner) nous permet de générer les différentes propriétés des gaz
pour une tres large gamme de température et de pression, ainsi que pour différents mélanges.
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2. Dérivation du modele

e e e

" Electrodes

Figure 1. Torche a électrodes pointe-pointe

L’approche utilisée afin d’obtenir 1I’équation qui détermine le mouvement de 1’arc, consiste a
utiliser I’expression (5) afin de résoudre I’équation de la chaleur (2) dans le référentiel de
Frenet [1,4,5] représenté par les Figures 2 et 3. Les conditions magnéto et électro quasi-
statiques sont satisfaites, ce qui conduit a conclure que VxE ~ 0. En 3D, I’arc peut étre
tordu. Nous admettons que 1’angle formé entre le rayon de courbure et la coordonnée radiale r

est donnée par { =n — fOS x(s)ds' ol n est I’angle qui représente le systéme sans torsion
x(s) au point s. Le champ E dans ce référentiel s’exprime alors sous la forme :

ESO

E ==
* 1—krcos{

Eso(1+ k1 cosq) (6)

En utilisant un développement de Taylor de I’expression (5), I’expression (6) et ’annexe, et
par identification avec I’équation (2), on obtient :
4 cos 6 cos(2wt + §)

,t) = Ak (5 — Jt 7
wa($,8) = G - T e Gar 1 8)) T (S0 )
10 | T T T T T T _6=0 ]

—d=n/12 |]

/ Vi / / o=2m/12| |

st I/ /! /! [/ e

/ / / / —6=57/12|]
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Figure 2. C5(t) en fonction de wt pour différentes valeurs de 6
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4 cos § cosRwt+6)
1-sin§sin(Rwt+8)
tracée en fonction de wt pour différentes valeurs de & (Figure 2). A noter que v,, et v, sont
les composantes normales (suivant la courbure) des vitesses. Les auteurs des références [4-6]
ont obtenu 1’équation (7) pour le cas DC, ou 6 admet la valeur particuliere /2.

L’équation (7) peut étre simplifiée en choisissant Cs(t) =5 — Cs(t) est

3. Calcul de la vitesse d’écoulement v,

Figure 3. Les parameétres dans le repére de Frenet

Pour calculer v, 4, nous résolvons 1’équation (1) sous sa forme intégrale dans un volume de
contrdle défini par I’arc comme le montre la Figure 3. Cela se traduit par [7]:

[|[767 @ 77 + B = Fuqsen) vy = ®)
14

Le terme correspondant a la variation temporelle est négligeable parce que I’inertie du gaz est
largement supérieure a I’inertie électrique. Les forces de pesanteur sont également omises vu
que leur effet est non considérable puisque le nombre d’Archiméde est significativement
inférieur a 1 [5]. En appliquant le théoreme d’Ostrogradsky a (8), on obtient :

# (,0‘7 ® VT + 5 - %viscous)d—As) = # (?Maxwell)d—As) (9)
S S

dA, étant la surface latérale élémentaire comme le montre la Figure 3, est donnée par [7]:

. d
dAs = <(1—arccos()u_{—d—zu_§>ad§ ds (10)

En faisant I’hypothése que le rayon d’arc a est constant le long de s et u, = cos(%+

sin(%, et que B, (s) est un champ magnétique externe nous obtenons [9]:

d #g(fMaxwell)d—A;
ds
D’autre part le terme a gauche de 1’équation (9), en présence des forces magnétiques et d’un
faible champ dynamique de vitesse, peut étre exprimé de la maniére suivante :

zfxB—(; (11)

d #g(pl—i ® V)T + 5 - %viscous)dAs 2 v—vg) 12
d ~ CDapgvvg o ( )
S vvg

Cette expression découle directement de la définition du coefficient de trainée C,. La force de
trainée agit dans la direction de la vitesse de 1’écoulement. Elle permet de faire une
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approximation de la contribution des forces de pression et de viscosité a travers la section de
I’arc, représentée par le volume de contrdle (Figure 3).

Dans le cas ou l’arc est soufflé (champ dynamique important) et en considérant un effet
négligeable du champ magnétique, le terme a gauche s’annule. En considérant que 1’effet de
pression et celui des forces visqueuses sont négligeables, il s’exprime de la fagon suivante :

— —T — = —_
d #5 (pV ® Vv + p— Tviscous) dAs
ds

S
C

2 2 R n

=~ ma (pgvvg - pwvvm) R =0
Cette expression est obtenue en considérant d—A; = a d{ dsu, , étant donné que le rayon a ne
subit pas de variations suivant s et que le produit a k cos{ est négligeable. L’intégrale a
gauche de I’équation (13) se transforme en une intégrale curviligne sur le contour. En
supposant que v, est la vitesse moyenne en aval et que v, est la vitesse moyenne en amont,

on obtient I’expression en bas dans (13). Par conséquent, I’équilibre est assuré par les forces

(13)

d’inertie dans la direction normale.
En considérant que Cp(coefficient de trainée) est inversement proportionnel au nombre de
Reynolds et que K est la constante de proportionnalité [1], nous en déduisons ce qui suit [1,5]:

( KIB o

Vyg = ,u_ (Champ magnétique)
g
(14)

Poo :

Mg = Moo ,D_ (champ dynamique)
g
A noter que le nombre de Reynolds est donné par Re = p“’Zia.
g

4. Calcul du champ magnétique auto-induit dans le plan

Dans cette partie, nous calculons I’expression du champ magnétique pour la colonne d’arc.
Bien que le courant traversant 1’arc soit alternatif, nous pouvons appliquer la loi de Biot-
Savart en supposant que le régime est quasi stationnaire, puisque la fréquence a laquelle la
torche opere est tres faible (50 Hz) et la longueur caractéristique est petite (La distance entre
les électrodes est d’ordre 1 cm). Si nous considérons que 1’arc se comporte comme un fil
conducteur dans le plan, la loi de Biot-Savart s’écrit sous sa forme 1D :
ol (0) [ dING —71)
At |-> it

B(#t) = (15)

dl est le vecteur unitaire tangent. # et r’ représentent les points source et champ
respectivement. Afin de simplifier considérablement la complexité de 1’intégrale précédente et
de la rendre soluble analytiquement, nous supposons que 1’arc constitue un arc de cercle. Par
conséquent, nous obtenons dans le plan :

B(#,t) = — M;;(nt) In ( tan? G) cot? (%)) 7 (16)
Nous désignons par € I’angle en-dessous duquel le point source n’a pas d’effet magnétique
sur le point champ. ¢ correspond a I’angle d’écart entre le centre du cercle dont I’arc a
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I’instant t est le support et les extrémités des électrodes. Tous les parametres géometriques
sont illustrés dans la Figure 4.

F—¥la=o!
2 ??M
P

4

~

/

R S

0
Figure 4. Les parametres géométriques utilisés dans le calcul du champ
magnétique auto-induit
5. Les équations de la dynamique de I’arc dans le plan

Pour évaluer le mouvement de I’arc, 1’équation (7) est écrite dans un référentiel absolu, celui
d’un observateur (ou des électrodes):

y Cs(t)Ay"
4 1= sy 3+ (s, t) (cartésien)
Q+y?)2 (A+y?)? an
7 Cs(OA(=rr" + 2r'? +12) ,
L 1= 3 +vy4(s,t) (polaire)
(r2 +772)2 (r2 + 723

La valeur de wv,, est calculée a partir des expressions (14). (16) et (17) designent
respectivement les dérivées par rapport aux temps et par rapport aux coordonnées spatiales.
Les différentes propriétés du gaz plasma (diffusivité thermique, conductivité électrique, ...)
sont tabulées en fonction de la température. Les valeurs du reste des parametres figurant dans
les équations (14), (16) et (17), comme le courant I(t), le champ magnétique B et la vitesse
de soufflage v, 4, dépendent des conditions opératoires de la torche et de sa géométrie.

6. Simulation numérique MHD

Les résultats analytiques ont été validés pour plusieurs cas d’étude par comparaison avec des
résultats de simulation magnétohydrodynamique (MHD) effectuée sous Code Saturne
(Figure 5). Nous n’en présentons ici que quelques résultats. Le cas présenté dans le Tableau 1
et dans la Figure 5 correspondent a un cas d’étude d’un arc AC fonctionnant avec de 1’air
comme gaz plasma, un courant de 50 A, une fréquence de 50 Hz, une vitesse d’injection
de 1 m.s™ et une distance inter-électrode de 1cm. Nous constatons clairement, une trés bonne
concordance entre les résultats analytiques et ceux obtenus par simulation numérique.

46
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wt Résultats Smax Tnax Ymax a E
W.m™1! K mm mm V.m™!
0 MHD - 5450 2,3 - 70
Théorie 740 5280 2,4 - 0

i MHD - 7460 15 2 2950

4 Théorie 10980 7120 1,4 2,2 2790

4 MHD - 11710 0,95 2,3 2450

2 Théorie 15980 11680 0,95 2,2 2580

Tableau 1. Comparaison entre résultats MHD et analytiques arc AC (air a 1 bar) 50A 50Hz
Vip=1m.s71a wt= O,g ,g

0.01
- 1=0s

Y(m)
o
o)
=)

n

0.01
~——1=0.0013s

Y(m)

0.005

\
(4]

0 5
X(m) <1072

—t=0.0025s

0.005

Y(m)

Figure 5. Résultats MHD (gauche) et analytiques (dr0|te) arc AC (air a 1 Bar) 50A 50Hz

Vip=1m.s71a oot—O 5
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Conclusion

Un modeéle analytique basé sur des travaux théoriques antérieurs a été élaboré. Il permet de
traiter relativement simplement une physique complexe en apportant de précieuses
informations de base préalablement ou complémentairement a toute modélisation numérique
MHD, gourmande en ressources. Les résultats analytiques sont conformes aux résultats de la
modélisation numérique. Quelques différences peu significatives peuvent cependant étre
détectées ; ceci est attribué aux différentes hypothéses du modele analytique et aux conditions
aux limites de la simulation MHD. Le modele peut étre amélioré davantage si on tient compte
du rayonnement et de la variation du rayon d’arc. Néanmoins, ce modéle est fructueux pour la
conception de base de certains procédes plasma ainsi que pour certaines applications faisant
intervenir les arcs et les décharges électriques : disjoncteurs, arcs de coupure et soudage.
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Annexe

dP = dp®* + p%dn® + (1 — kpeos OPPds®  (A.D)
i ﬁ b
dp
o5
pdn
as
| (1 = Kpcos ()ds |

grad § = V§ = (A.2)

divi=V.5 = 1 HMp(l — kpeos {].5‘,,]
(1 — kpcos () dp
, AA = mposOSy) | aes) (A3)
dn s
1 3 as
A= — — | Z]afl —kpcos()—
M1~ rpeos () laﬂ[P{ hpmc}ap]

(1 — kpcos( as)y a8 i as )|
+ —|| ———= =+ || —|—
in g dn ) 9s\\1—kpeos( ) s
(Ad)
(P n 5 3
15§ = xS§ : 22 2
WS = VS O\ 1 B
kSﬂ. o8y (1 —rcpcosﬂ}.i’
(A.5)

Nomenclature

a : Rayon de I’arc (m)

Ay : Section perpendiculaire & la ligne centrale de coordonnée curviligne s (m?)
B: Champ magnétique (T)

Cp : Coefficient de trainée

E : Champ électrique (V.m™)

I : Courant (A)

Jo,J1 : Fonction de Bessel du premier type d’ordre zéro et un respectivement

P : Tenseur de contraintes mécaniques (kg.s?)
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q, : La premiére racine de J,
r : Coordonnée radiale (m)
s : Coordonnée curviligne (m)

S : Potentiel du flux de chaleur (W.m™)

o~

: Temps (S)

T : Température (K)

v : Vitesse algebrique (m.s'l)

V : Vecteur vitesse (m.s?)

x,y . Coordonneées cartésiennes (m)

W : Vecteur vitesse relative (m.s™)

A : Laplacien

¢ : Angle poloidal dans le repere de Frenet aprés torsion (rad)
n : Angle poloidal dans le repére de Frenet sans torsion (rad)

x : Courbure (m™)

A : Diffusivité thermique (m*.s™)

u : Viscosité dynamique (kg.m™.s™?)

p : Masse volumique (kg.m™)

o : Conductivité électrique (Q'l.m'l)

Traxwell - TENSEUr de contraintes électromagnétiques (kg.s'z)
x : Torsion (m™)

w : Fréquence (rad.s™)

V : Opérateur nabla
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