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Résumé :
Dans ce travail nous étudions l’évolution de l’aire réelle de contact entre des surfaces nominalement

plates mais réellement rugueuses. Puis nous explicitons la loi phénoménologique proposé dans [28] pour
décrire cette évolution. Enfin, nous suggérons des pistes pour le développement de la théorie du contact
rugueux en partant des résultats de simulations numériques.

Abstract :
In this work we study the evolution of the real contact area between nominally flat rough surfaces.

We derive the phenomenological law proposed in [28] to describe this evolution and we suggest some
approaches for the further development of the rough-contact theory based on numerical simulations.

Mots clefs : rugosité ; contact ; aire réelle de contact.

1 Introduction
La rugosité des surfaces que l’on rencontre dans la nature est très variée, mais à partir d’une certaine
magnification les surfaces peuvent être considérées comme fractales (auto-affines) avec une probabilité
de distribution des hauteurs qui suit une lois normale [22]. Pour cela des surfaces nominalement plates
(mais réellement rugueuses) qui sont mises en contact1 se touchent sur l’aire réelle de contact A qui
est inférieure à l’aire apparente de contact A0. L’aire réelle augmente avec la pression p0 qui comprime
deux surfaces ; son augmentation est due à la croissance du nombre des taches de contact et de leurs
aires.

L’aire réelle de contact détermine les propriétés de l’usure, du frottement et le transfert de l’énergie au
travers de l’interface entre deux corps. En plus, la topologie des zones de contact contrôle le passage du
gaz et du liquide dans le volume libre entre deux corps. Pour cette raison il est important de pouvoir
prédire, pour des surfaces données, comment l’aire réelle de contact évolue avec la pression. Pourtant
ce n’est pas une simple tâche car la rugosité des surfaces s’étend sur plusieurs échelles2 et ce sont les
modes de plus hautes fréquences qui sont responsables de nombreuses propriétés du contact rugueux.
Le comportement du matériaux à cette échelle ne peut donc pas toujours être approximé comme étant
élastique, isotrope et homogène. De plus pour différents matériaux, l’énergie de surface, l’humidité et
même la force de Casimir [2] peuvent jouer des rôles importants à partir d’une certaine échelle.

Dans cet article nous nous limitons au cas le plus simple : matériaux élastiques et rugosité finie et nous
supposons que la description de la mécanique continue est valide. Malgré la simplicité du cas considéré,
l’évolution de l’aire réelle de contact n’est pas complètement comprise. Deux approches analytiques au
problème du contact rugueux peuvent être distinguées : 1) basée sur la notion des aspérités [9, 3, 7] ;

1En fait ce ne sont pas des surfaces qui sont mises en contact, mais deux demi-espaces déformables ayants des surfaces
rugueuses ; le terme “contact entre des surfaces” est utilisé pour raccourcir le texte.

2Pour certaines surfaces l’aspect fractale est préservé jusqu’à l’échelle atomique [16], où la mécanique continue n’est
plus valable [17].
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Fig. 1 – Profiles rugueux : (a)
et (b) λl = L, les profils
contiennent une aspérité ma-
jeure, donc ils ne sont pas re-
présentatifs ; profils (c) et (d)
sont plus représentatifs λl <
L ; (a) et (c) λs = ∆x, mau-
vaise résolution locale ; (b) et
(d) λs > ∆x, résolution locale
correcte.

2) basée sur la description spectrale des surfaces et le contact complet [21, 20]. La première approche
est valide pour des petites pressions, quand les taches de contact sont éloignées les unes des autres, et
surtout quand il n’y a pas de jonction des taches de contact. La deuxième approche, au contraire, est
valable pour des grands pressions quand presque toute la surface est en contact.

Différentes méthodes numériques3 ont été également utilisées pour aborder cette problématique pour
des surfaces fractales auto-affines [18]. Pourtant, dans les premières simulations [12, 19] la fractalité
a été préservée jusqu’à la discrétisation de la surface. Chaque aspérité n’a donc été représentée que
par un seul nœud, qui a amené à surestimer l’aire réelle de contact locale et à altérer localement
le lien entre la pression de contact et le déplacement [Fig. 1 (a),(c) ]. Ce défaut a été corrigé dans
les études suivantes [13, 6] où la longueur d’onde minimale λs dans le spectre de la rugosité a été
introduite telle que le pas ∆x de discrétisation de la surface de contact soit inférieure à la longueur d’onde
minimale ∆x � λs. Dès lors, une telle surface peut être considérée comme lisse à partir d’une certaine
magnification. Cela permet de résoudre le problème du contact mécanique correctement. Cependant il
y avait un autre défaut des surfaces considérées dans ce type d’analyse : leur non-représentativité.

Dans cet article la notion de la représentativité géométrique et mécanique en mécanique du contact va
être précisée ; puis les conditions et les méthodes de calculs vont être expliquées. En mesurant la lois
d’évolution pour l’aire réelle de contact nous ouvrons la discussion sur la distribution des pressions de
contact, sur sa normalisation et son rapport avec la théorie de Persson [21, 20].

2 Génération des surfaces rugueuses
Dans la plupart des analyses numériques on considère des surfaces périodiques parce que cela permet
d’éviter des effets de bord et d’approcher des cas de surfaces réalistes ainsi que des théories analytiques.
En même temps il ne faut pas négliger que les forces élastiques agissent sur de longues portées (avec une
décroissance inversement proportionnelle à la distance). Cela exige que le choix de la surface élémen-
taire représentative soit assez strict, tout comme le choix du volume élémentaire représentatif [15] lors
d’analyses de micro-structures. En général, dans n’importe quel système périodique avec des propriétés
aléatoires (rugosité des surfaces, composition des composites, réseaux de dislocations, distributions des
charges électriques ou de la masse dans l’espace) et des interactions à longue portée (élastiques, élec-
triques, gravitationnelles) il existe une mesure de représentativité géométrique qui est fortement liée à la
représentativité du comportement du système et donc à la proximité qu’auront différentes réalisations
du même système entre elles. Notez que le comportement d’un système aléatoire, mais non-représentatif,
moyenné sur plusieurs réalisations est différent du comportement d’un système plus représentatif, car
le comportement d’un système non-représentatif est perturbé par la périodicité et des forces à longue
portée.

Dans l’article [28] nous avons montré que la représentativité géométrique est fortement connectée à la
longueur d’onde maximale λl présente dans le spectre d’une surface rugueuse. Comme la répartition
de la pression de contact est déterminée par la rugosité, il y a un lien direct entre la représentativité

3Parmi les méthodes numériques utilisées pour ce type de calcul il y a différentes réalisations de la méthode des
éléments de frontière [1, 26] ; de la méthode des éléments finis [12, 19, 10, 29] ; ou encore du GFMD (Green Function
Molecular Dynamics) [4, 6].
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géométrique et mécanique. La première est introduite par la proximité de la distribution des hauteurs à
la distribution normale [28] ou à la distribution nominale [29]. Si, par exemple, λl = L où L est la taille
d’un système modélisé (comme c’était supposé dans les études [12, 5, 23, 25]), la surface a une aspérité
majeure [Fig. 1 (b),(d) ], ce qui cause une forte altération des résultats. En particulier on observerait une
sous-estimation de l’aire réelle de contact et une dépendance à l’exposant de Hurst H 4. Il fut démontré
dans [28] que si le contact est résolu correctement sur chaque aspérité (si et seulement si λs � ∆x)
et si la surface est suffisamment représentative (si et seulement si λl � L), alors l’évolution de l’aire
réelle de contact ne dépend plus de l’exposant de Hurst. Ce résultat est en conformité avec les théories
analytiques basées traitant des aspérités [9, 3, 7] et la théorie de Persson [21, 20], qui sont construites
pour des surfaces infinies.

3 Modèles et théories
Pour obtenir des résultats fiables et précis nous avons générés des surfaces L×L avec une discrétisation
∆x = L/1024 ; pour chaque combinaison des L/λs = 32, 64, 128, 256, 512, L/λl = 1, 2, 8, 16 et H =
0.20, 0.36, 0.52, 0.68, 0.84, nous avons généré 30 réalisations différentes des surfaces avec une méthode
de filtrage décrite dans [11]. Les calculs mécaniques ont été effectués avec la méthode FFT [26]5 dans
laquelle la nature semi-infinie du volume élastique ainsi que la périodicité de la surface sont inhérentes
à la méthode. De plus la méthode est extrêmement efficace. Pour chaque réalisation de surface, la
pression appliquée est augmentée jusqu’à p0 = 0.05E∗ en 30 incréments (où E∗ est le module de Young
effectif [14]), ce qui correspond approximativement une fraction de l’aire de contact réelle A/A0 ≈ 10%.

Bush, Gibson et Thomas ont déduit dans [3] que, dans la limite du contact infinitésimal, l’aire réelle de
contact est proportionnelle à la pression normalisée :

A

A0
= κ

p0

E∗
√
〈|∇h|2〉

, (1)

où
√
〈|∇h|2〉 est une moyenne quadratique de la pente de surface et κ est le coefficient de proportionna-

lité. Ces travaux ont démontré l’unicité de ce dernier, indifféremment de la surface. Mais dans les théories
basées sur la notion d’aspérité [3, 27, 8] ce coefficient valait numériquement κ =

√
2π ≈ 2.5, tandis que

la théorie de Persson [21, 20] trouvait κ =
√

8/π ≈ 1.6. Des valeurs intermédiaires et dépendantes de
l’exposant de Hurst ont été obtenues par différents calculs numériques [12, 5, 23, 25] employant des
surfaces non-représentative.

Pourtant, l’équation (1) n’est valable que pour le contact infinitésimal. Selon la théorie BGT [3], pour
des pressions réalistes l’évolution de l’aire réelle de contact est fortement non-linéaire et dépend de la
rugosité, à savoir du paramètre

α = m0m4/m2
2 (2)

mi =

kl=2πL/λl∫
ks=2πL/λs

kiC(k)dk (3)

où mi est le i-ème moment spectral. Dans la théorie de Persson, cette évolution ne dépend que de la
moyenne quadratique de la pente de surface est s’exprime comme

A

A0
= erf

 √
2 p0

E∗
√
〈|∇h|2〉

 (4)

4La fractalité de la rugosité est déterminée en conformité avec décroissance de sa densité spectrale C(k) ∼ k−2(1+H),
où k et le numéro du mode k ∼ 1/λ et où l’exposant de Hurst H détermine la vitesse de cette décroissance.

5La formulation générale de l’algorithme de résolution [26] contient une erreur : la solution est décalée d’un mode
dans l’espace de Fourier. La version corrigée de cette méthode, validée sur plusieurs tests de références, est utilisée dans
cette étude.
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4 Aire réelle de contact
Dans l’article [28] nous avons déduit que pour des surfaces représentatives (λl � L), lorsque le contact
est bien résolu (λs � ∆x, par exemple pour λl = 16, λs = 32) la variation de la pression de contact
moyenne p̄ = F/A, sous une pression externe p0 = F/A0, décroît selon une loi puissance suivant la
forme

dp̄

dp0
= β

(
A0

A

)µ

, β > 0, 0 < µ < 1. (5)

En développant les termes p̄ et p0 on obtient une équation

F
dA

dF
= A− βA0

(
A0

A

)µ−2

que l’on intègre de Ac jusqu’à A et de Fc jusqu’à F

A∫
Ac

d(A/A0)
A/A0 − β (A/A0)

2−µ =

F∫
Fc

dF

F
⇒ 1

µ− 1
ln

(
(A/A0)

µ−1 − β

(Ac/A0)
µ−1 − β

)
= ln(F/Fc) (6)

Pour les limites inférieures d’intégration Fc → 0, Ac → 0 on suppose que l’aire réelle de contact est
proportionnelle à la pression avec la normalisation de la théorie BGT, que l’on substitue dans la partie
gauche de l’équation (6) :

Ac =
κ√

〈|∇h|2〉E∗
Fc ⇒ 1

µ− 1
ln

 (A/A0)
µ−1 − β(

κ√
〈|∇h|2〉E∗

Fc/A0

)µ−1

− β

 = ln(F/Fc).

Comme µ − 1 < 0 et Fc → 0 on peut négliger le coefficient β dans le dénominateur ; en prenant
l’exponentielle des deux parties de cette équation on obtient l’évolution de l’aire réelle de contact

(A/A0)
µ−1 − β(

κ√
〈|∇h|2〉E∗

Fc/A0

)µ−1 = (F/Fc)µ−1 ⇒ A

A0
=

β +

(
κp0√

〈|∇h|2〉E∗

)µ−1
1/(µ−1)

(7)

Cette loi phénoménologique possède trois paramètres β, µ et κ et permet d’estimer l’évolution de l’aire
réelle de contact jusqu’à ≈ 15% de l’aire de contact. Les paramètres de cette loi ont été identifiés
dans [28]

κ = 1.145
√

2π ≈ 2.87, µ = 0.55± 0.02, β = 0.210± 0.005

Sur la Figure [?] est comparée cette loi avec la théorie BGT [3] complète et asymptotique (pour
m0m4/m2

2 = 2) ainsi qu’avec la théorie de Persson [21, 20].

5 Discussions et perspectives
Dans l’article [28] la notion de représentativité a été utilisée pour obtenir des courbes réalistes de
l’évolution de l’aire de contact réelle entre deux surfaces élastiques nominalement plates et aléatoirement
rugueuses. Nous affirmons que pour simuler convenablement leur comportements il est indispensable de
n’introduire que les longueurs d’ondes satisfaisant L � λl � λs � ∆x, où L est la période des surfaces
simulées, λl, λs sont les longueurs d’ondes maximales et minimales contenues dans le spectre, et ∆x est
le pas de discrétisation. Il est numériquement envisageable de satisfaire rigoureusement ces conditions.
Pour cela Müser et Prodanov [24] ont proposé d’introduire des paramètres adimensionnels et d’effectuer
une analyse limite :

εl = λl/L, εs = λs/λl, εd = ∆x/λs. (8)
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Fig. 2 – Évolution de l’aire réelle
de contact pour la lois phénoménolo-
gique (7), l’évolution calculé par la théo-
rie BGT [3, 7] pour m0m4/m2

2 = 2, valeur
asymptotique de la BGT et l’évolution se-
lon la théorie de Persson [21, 20].

L’évolution de l’aire réelle pouvait alors être approximée comme

A/A0 = f(p′) + c(p′, εs, εl, εd,H) ≈ f(p′) + αεsa(p′,H) + βεlb(p′,H) + γεdg(p′,H) (9)

où f(p′) détermine l’évolution de l’aire de contact réelle d’une surface infinie, p′ = p0

E∗
√

〈|∇h|2〉
avec

les fonctions supplémentaires a(p′,H) → 0, b(p′,H) → 0, g(p′,H) → 0 pour p′ → 0. L’équation (9)
permet de déduire précisément la valeur de f(p′) pour p′ → 0 à partir des nombreuses simulations et
ainsi trouver les coefficients α, β, γ avec les formes des fonctions a, b, g. Pourtant cette approche semble
être difficile à utiliser afin d’estimer l’évolution de l’aire de contact au-delà des valeurs infinitésimales
parce que les formes des fonctions a(p′,H), b(p′,H), g(p′,H) restent complètement ouvertes.

Une autre étude intéressante que nous poursuivons, recherche les tendances de l’évolution de l’aire réelle
de contact en fonction de la largeur de la bande des fréquences α = m0m4/m2

2, qui est un paramètre
déterminant dans les théories basées sur la notion d’aspérité [9, 3, 7]. Toutefois, cette étude nécessite
de très grands calculs et donc l’amélioration des codes de calculs utilisés. En effet le paramètre α peut
varier fortement en augmentant le nombre de modes dans le spectre des surfaces générées.

L’autre étude que nous présenterons concerne l’analyse de la densité de probabilité de la pression de
contact P (p) qui est une des quantités fondamentales dans la théorie de Persson [21, 20]. Pour construire
précisément P (p) à partir de calculs discrétisés, nous avons introduit une technique d’interpolation qui
respecte la condition P (0) = 0, et qui à son tour contraint la condition stricte ∇p|p=0 = ∞.
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