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1 Introduction
Sous les chargements intenses du laminage à froid, la déformation des cylindres (aplatissement,

flexion, bombé thermique) induit une hétérogénéité de l’élongation en sortie de l’emprise dans le sens

de la largeur de la bande. Cette hétérogénéité engendre l'apparition des contraintes résiduelles pouvant

entraîner le flambage, que l'on nomme dans ce contexte défaut de planéité (cf. figure 1). Ce dernier est
un souci important pour l'industrie du laminage, une bonne planéité étant un élément majeur pour la

qualité du produit.

Par ailleurs, le flambage conduit à la réorganisation du champ de contrainte dans la bande hors
emprise (emprise = zone de contact cylindres / bande), ce qui pourrait a priori avoir une influence sur

les contraintes et déformations dans l’emprise. Ainsi, le problème mécanique inclut un couplage

combinant la déformation élastique des cylindres de travail, la déformation élasto-(visco)plastique de
la bande dans l’emprise, et le flambage hors de l’emprise. Or la plupart des modèles ([1]-[6]) négligent

le couplage emprise / post-emprise, à l'exception notable de [7].  En  se  basant  sur  cette  hypothèse

(découplage entre l’emprise et la zone post-emprise) qui a été justifiée dans une présentation

précédente [8], dans cet article on expose une utilisation de Lam3/Tec3 [9] (modèle éléments finis 3D
adapté à la simulation du laminage mais limité par l’incapacité de reproduire le flambage) en chaînage

avec un modèle de flambage des plaques afin de modéliser les défauts de planéité. Ce chainage entre

Résumé –La modélisation des défauts de planéité occupe une position prioritaire parmi les axes de

recherche pour les producteurs des tôles métalliques. Par ailleurs, on dispose d’un logiciel Lam3/Tec3

dédié pour la simulation de laminage des tôles qui présente certaines limitations dans sa version

standard, surtout quand il s’agit des cas de laminage des tôles pour les quels le flambage, d’où des
défauts  de planéité,  peut  se  produire.  De ce fait,  il  a  été  complété  durant  les  présents  travaux par  un

modèle de flambage des plaques afin de combler ses insuffisances.
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Lam3/Tec3  et   le  code  basé  sur  la  Méthode  Asymptotique  Numérique   (MAN)  ([10],[11]) et une

formulation de coque pour la simulation du flambage sous contraintes résiduelles, est décrit comme

suit :

- un premier calcul de laminage est effectué à l’aide de Lam3/Tec3, sans tenir compte

du flambage, fournissant des champs de contraintes résiduelles, y compris hors

emprise.

- Ces champs de contraintes sont utilisés comme contraintes résiduelles à la deuxième

étape du calcul de flambage qui permet d’obtenir la charge critique, le mode de

flambage ainsi que l’état post-flambé avec la nouvelle (et réelle) répartition des

contraintes dans la tôle.
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Figure 1- Illustration des défauts de planéités dans une tôle mince laminée.

2 Formulation de la Méthode Asymptotique Numérique
Les équations du problème sont équivalentes à la stationnarité de la fonctionnelle de Hu-Washizu

qui s'écrit comme suit:

( ) [ ]}{ ( )1

HW
: : :t t

u u e
v

δφ δS γ γ D S S δγ δγ dv ȜP δu-é ù= + - + + -ê úë ûò % % (1)

où D est le tenseur des constantes élastiques, S est  le  second  tenseur  de  contraintes  de  Piola-

Kirchoff, γu est la déformation compatible de Green-Lagrange obtenue à partir du champ de

déplacement u qui est composé d’une partie linéaire et une partie quadratique : γu = γl (u) + γnl (u,u). g%
est la déformation additionnelle indépendante du déplacement, qui doit être orthogonale au champ des

contraintes, permettant d’éviter le phénomène de verrouillage. Pe(du) est le travail virtuel des efforts
extérieurs et Ȝ est un paramètre de chargement. Ce dernier atteint une valeur critique Ȝc quand le

flambage a lieu.

2.1 MAN pour suivi de courbe
La MAN consiste à chercher la courbe solution du problème non linéaire (1) sous forme d'un

développement asymptotique au voisinage d'une solution initialement connue (U0,Ȝ0) selon un
paramètre « a » :
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%  et n est l’ordre de troncature de la série.

L’équation (1) peut s’écrire sous forme d’un résidu R comme suit :

( , ) ( ) ( , ) 0R U L U Q U U Fl l= + - = (3)



où L(.) et Q(.,.) sont respectivement un opérateur linéaire et quadratique, F est le vecteur des

efforts extérieurs. Si on substitue (2) dans (3), le problème se transforme en une séquence de

problèmes linéaires comme on le montre ci-dessous :
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t
L est l’opérateur tangent qui ne dépend que de la solution initiale.

2.2 Indicateur de bifurcation

L’indicateur de bifurcation ([11],[12]) est obtenu en introduisant une perturbation fictive dans le

problème. Il ne s’agit pas de modifier le problème initial mais de construire un problème auxiliaire qui

permet d’évaluer l’indicateur sur toute la branche d’équilibre et de déterminer tous les points
singuliers et leurs modes correspondants.

Soit ∆ȝ.f une force de perturbation fictive appliquée à la structure dans un état déformé (U,Ȝ). ∆ȝ
représente l’intensité de cette force et ∆U la réponse à cette perturbation. Si on considère le problème
(3), la forme perturbée est décrite par l’équation suivante :

( ) ( , )L U U Q U U U U F fl m+ D + + D + D = + D (6)

En considérant l’état d’équilibre et en négligeant les termes quadratiques en ∆U , on obtient le

problème suivant :

( )tL U fmD = D (7)

où Lt(.) = L(.)+2Q(U,.) est l’opérateur tangent défini au point d’équilibre considéré (U,Ȝ).

Pour résoudre ce problème, on se donne une condition supplémentaire définie comme suit :

( )0

0 0, 0tL U U UD -D D = (8)

où
0

tL  est l’opérateur tangent au point de départ (U0,Ȝ0) et ∆U0 est solution de ( )0

0tL U fD = .

L’indicateur de bifurcation ∆ȝ peut être alors calculé à partir de (7) et (8):
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qui s’annule exactement aux points critiques.

Le problème ((7) et (8)) est résolu en utilisant la méthode asymptotique numérique. Les variables

∆U et ∆ȝ sont recherchées sous la forme suivante :
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En injectant les équations (10) dans (7) et (8), on obtient :
à l’ordre 0 :

0

0 0( ) .tL U fmD = D (11)

On résout ce système en considérant ∆ȝ0=1.



A l’ordre p > 1 :
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, 0pU fD = (13)

Les vecteurs Ui et l’opérateur tangent 0
tL  sont ceux déterminés pour le calcul de la branche

d’équilibre. Nous n’inversons pas de matrice supplémentaire dans cette procédure. Seuls des seconds
membres sont calculés.

3 Validation du modèle du flambage
Des tests de validation on été effectués en comparant les résultats du modèle avec des applications

dont les solutions analytiques sont connues et qui sont données par Timoshenko [13]:
Soit une plaque en appuis simples sur les deux extrémités soumise à une distribution de contraintes

résiduelle homogène, dont seulement la composante longitudinale est non nulle (σxx=-1MPa). La
plaque est de longueur a, de largeur b et d’épaisseur h = 1mm. Elle est constituée d’un matériau dont
les constantes d’élasticité sont données par le module de Young E =  200  GPa  et  le  coefficient  de
Poisson υ = 0.3. Deux configurations ont été examinées : plaque à bords libres et plaque à bords en
appuis simples. On supposera les conditions de symétrie par rapport au plan (x,z) pour ne modéliser
que la moitié de la structure.

En faisant varier le rapport « a/b », la figure 2 montre qu’on obtient une très bonne concordance
entre  les  valeurs  de  la  charge  critique Ȝc issu de notre modèle et celles données par les calculs
analytiques.
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Figure 2 - Évolution de la charge critique de flambage Ȝc en fonction du rapport
longueur/largeur de la plaque, pour un champ de contrainte de compression homogène et
unidirectionnel. Ici, des appuis simples sont considérés sur les deux extrémités de la bande.

4 Application à la modélisation des défauts de planéité en laminage

des tôles minces
Dans ce paragraphe, une application à un cas de laminage est présentée. Le modèle de flambage y

est utilisé en chaînage avec Lam3/Tec3, en s’appuyant sur le principe de découplage entre l’emprise et
le flambage hors de l’emprise [8].

Pour le cas de laminage représenté ci-dessous (tableau 1 et figure 3), on ne considère que la partie
de la bande située en aval de l’emprise. La condition de symétrie au centre de la tôle a été adoptée.
Dans le modèle de flambage, la sortie de l’emprise a été assimilée à un encastrement. A l’autre
extrémité, on impose une condition d’appui simple (pas de déplacement dans le sens vertical) et une
contrainte de traction dans le sens horizontal, correspondant à la tension de bande pendant le laminage.



Quant au bord (la rive de la bande), il a été considéré libre.

Pour ce cas traité, on montre sur la figure 3-d les profils de contraintes longitudinales σxx à mi-

intercage avant et après flambage, quand la bande est encore sous traction (au cours du laminage). A

partir de cette figure, on voit bien l’effet relaxant du flambage sur cette contrainte qui devient très
proche de celle mesurée sur une ligne de laminage à l’aide des rouleaux de planéité. Toutefois, cette

relaxation se produit pour un défaut minime quand la tôle est sous traction (déplacement hors-plan de

l’ordre de 10
-2

 mm) (cf Figure 3-b). Compte tenu des très fortes contraintes compressives σxx calculées
en  rive  par  Lam3/Tec3  (-800  MPa),  on  s’attendait  à  voir  de  plus  fortes  ondulations.  Or,  elles

n’apparaissent qu’après le relâchement de la tension de bande, qui conduit à un changement

considérable de mode (comparer les figures 3-b et 3-c), avec une longueur d’onde de l’ordre de 100
mm et une amplitude de l’ordre de 2 mm, intéressant environ 100 mm sur chaque rive.

Largeur de la bande 851 mm

Epaisseur d’entrée (bombé) 0,355 mm (2,54 %)

Epaisseur de sortie 0,252 mm

Vitesse de laminage 22 m/s

Propriétés du laminoir

A, B, C, D 1400 mm, 1295 mm, 1075 mm, 555 mm

E, F, G, H, I, effort de
contre flexion F

343 mm, 1010 mm, 1300 mm, 955 mm,
482549 N

Bombé cylindre 0,01614 %

Effort de traction en amont
par unité de surface

-170 MPa

Effort de traction en aval
par unité de surface

100 MPa

Lois de Comportement et de frottement

Lois de comportement

Module d’Young = 210 GPa, cœfficient de
poisson : 0,3( ) ( ) 8.9

0 470.5 175.4 1 0.45 -175e
es e -= + ´ ´ - ´

Loi de frottement Coulomb : 0,03
n

t s= ´

Cylindre d’appui

Cylindre de travail

Tôle

Ø
 D

Ø
 E

A

G

Ø
 H

Ø
 I

B

C

F

Tableau 1 - Données  du cas de laminage traité.
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Figure 3 - (a) : Composantes du tenseur de contrainte résiduelle provenant de Lam3/Tec3, (b) et

(c) : Défauts de planéité respectivement quand la tôle est sous traction ((b)) et après le

relâchement de cette dernière ((c)), (d) Comparaison entre les profils de la contrainte
longitudinale σxx suivant la largeur de la bande à une section assez éloignée de l’emprise issues

de Lam3/Tec3-standard, Lam3/Tec3-MAN découplé et les mesures expérimentales.



5 Conclusion

Le couplage de Lam3/Tec3 avec un modèle complet de flambage des coques serait certes
pertinent, mais difficile à mettre en œuvre. En revanche, l’absence de rétroaction entre l’emprise et le
flambage justifie l’adoption d’une procédure découplée décrite dans le paragraphe 4. À l’aide de cette
procédure, plusieurs cas académiques de flambage de plaques sous contraintes résiduelles admettant
des solutions analytiques et une application à un cas de laminage ont été analysés dans le présent
article. En effet, les comparaisons respectives avec des solutions analytiques et des mesures
expérimentales ont montré la pertinence de ce modèle de flambage, en particulier pour les cas de
laminage offrant des distributions de champs de contraintes résiduelles assez complexes.
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