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Int égration numeérique d’une loi elasto-plastique
endommageable dans une formulation mixte et adaptation de
maillage

R. ELKHAOULANI ¢, P.O. BOUCHARD?

a Mines ParisTech, Cemef, Rue Claude Daunesse BP 207, 06904 Sophia Antipolis

Résune :

Notre étude propose un outil de simulation nemgue pour pédire 'endommagement ductile et 'amorgage de la rupture
dans une structure soumigedes grandes&formations plastiques. Un melé de Lemaitre enrichi en formulation mixte
a étt impemeng, et la néthode non locale du gradient impliciteédé utilisee pour s’affranchir de la @pendance la
discrétisation spatiale. Une stragie d’adaptation de maillage anisotrope p#éetpar un estimateur de I'erreur d’inter-
polation aét utilisee afin d’angliorer la précision pour 'endommagement avec un temps de calcul minimal.

Les simulations nuériques ont moné la fiabilité et la pecision de notre approcheprévoir I'évolution de 'endomma-
gement et I'amorcage de fissure.

Abstract :

This study focuses on structural computation to predict the ductile damage evolution and failure. The enhanced Lemaitre
ductile damage model in mixed velocity-pressure formulation has been implemented. A nonlocal damage model, based
on an implicit gradient formulation is used. This nonlocal approach enables to avoid the well-known localisation pheno-
menon and ensure mesh objectivity results [1, 2, 3]. A mesh adaptation strategy driven by a directional error estimator
based on local interpolation error and involving a hessian of the solution is considered here.

Numerical experiments has proved the proposed approach gives reliable and physical results.

Mots clefs : Endommagement, adaptation de maillage, formulation mixte

1 Equations du mockle

1.1 Loi de comportementélastoplastique endommageable

Dans cett@tude, on s’interessel’endommagement plastique ductile, qui accompagne les graaftesdtions
plastiques des &tauxa froid. Lendommagement est congid isotrope, et estadini par une variable scalaire
w reliant le tenseur des contraintes@leauchyet le tenseur des contraintes effectives par la relation [4] :

(1)

~ g
g

:1—w

On se limite au moéle de comportemer@astoplastique avec un @it de plasticé asso@e devon Mises
et unécrouissage isotrope. En utilisant lacdmposition en partie sphique et éviatorique des tenseurs, les
équations de la loi constitutivilastoplastique endommageablecsivent :

— la decomposition en partielastique et en partie plastique demiateur de dformations £ = é¢ + épt
— Comportemenglastique cou@ avec 'endommagement = 24 (1 — w)é® — -

l—ws
Le crittre devon Mises: f(s,r,w) = 2=1/3s: s — ao(r)
Equations cdvolution de la éformation plastique :

3N :
S A —(1-w)E Pl— (1 —w)e
é 51 w)%o(r)s , r=1-w)g , X (1—w)E

— Conditions de chargemenf:< 0 MN>0 |, fal=0
ol o (r) repesente une loi @crouissage isotrope du raanu, et\”! est le multiplicateur plastique.
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L’ évolution de I'endommagement est gouvegpar le moéle deLemaitre:

P
ou b et S, sont des constantes réatux, ¢, est la valeur de &ormationéquivalentea partir de laquelle
I'endommagement commenaepparire, w, est la valeur de I'endommagemenpartir de laquelle la fissure
appardt, Y est la variable thermodynamique asg&ea 'endommagement, ou encore le taux de restitution
d’énergieélastique :
—1

Y = S —w)? (1 +v)o:0—v(tro)?) (3)
ou v est le coefficient de Poisson.
La distinction de lévolution de 'endommagement en traction par rappocelle en compressioné&é pris
en compte par la@&omposition additive du tenseur des contraintes en partie de traction pure et en partie de
compression pure = o4 + o_ . L'expression d&” devient :

-1 h

Y:—m[(l+y)a+:a+—y<tra>2]—m[(

l+v)jo_:0_-—v< —tro >2]

. _ . @

ou h est un paramtre qui caraérise I'effet de fermeture des fissures, adec h < 1. Une valeur typique de

ce paramtre esth = 0.2 pour les neétaux [5]. On note que dans le cas de taction pure on retrouve I'expression
précadente d&, et dans le cas de compression pure la valeur absolteat#enue par (4) est plus petite que
celle obtenue par (3), cela veut dire guavblution de 'endommagement est moins importante daritatrde
compression par rappaxtunétat de traction. On note aussi que la valeur limité.de 1 permet de retrouver

le mockle initial eth = 0 traduit la fermeture totale des fissures et Bade I'evolution de 'endommagement
dans le cas de la compression.

1.1.1 Integration locale de la loi de comportement

La méthode du pdicteurélastique avec retour radialégé utilisee pour I'inegration de la loi de comporte-
ment. Une disd@tisation nur@rique en temps par un saa d’Euler implicite conduit au syshe déquations

suivant, avec comme inconnues le taux @éodmation plastiqué,,.; et 'endommagement,, . ; :

(1 — Wp41 + Atwn+1)00<7'n+1) + 3/1,(1 — wn—i—l)Atén—&-l —By=0 (5)
Wp+1 — Wp — AtwnH =0

avecB? = 3sI i sl olisl, | = s, +2u(1 — wpyq)Atényq estle pedicteurélastique.

la variable décrouissager, 1 = (1 — w,1)g,+1 €t le multiplicateur plastiqueX, 1 = (1 — wy41)8n41
Ce syskéme non ligaire est&solu par un algorithme ddéewton RaphsarkEnsuite, le @viateur des contraintes
est dong par :

UO("”n—i—l)

B (Sn + 2#(1 - wn—l—l)Atén—H) (6)
0

Sn+l = (1 - wn+1)

1.2 Formulation vitesse-pression

On s’interesse aux probimesélastoplastique avec des grandésodmations plastique&tant don@ que les
deformations plastique sont incompressibles et beaucoup plus importantes gétesationslastique, on
est ameéa resoudre des probines quasi incompressibles d'utilisation d'une formulation vitesse pression
dans notreetude. Le€quations de conservations de la masse et de gaigetimouvement gtrivent :

{ div(s) —Vp =10 7
. 1 . w

div(v) + =P ~ xa—wP =0

ol x = g2, avec Ihypotlése de dformations planes g = 2.

Une approximatiorelements finis mixtes vitesse-pression avec une élisation stabilise P17 /P1 a éte
utilisée pour approcher ce sgste dequations. Il s’agit d’'une approximation &aire pour la vitesse et pour
la pression avec un enrichissement de l'interpolation de la vitesse par une fonction lidiecliau centre
de chaqueelement fini. Les fonctions de base as§es aux noeuds internes ont un support qui se limite
un éléement, les de@s correspondants ne sor@da aucun autre autre dégde liberé que ceux de &lement
consiceré. Cela permet &liminer par condensation les dégrde libei de la bulle et se ramener airgsla
résolution du proliime discret ayant lesémes deges de libe sans les fonctions bulles.

2
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1.3 Endommagement non local

L'approximationéléments finis pour le made d’endommagement localgsente une fortegbendance des
résultats par rappo# la discétisation spatiale [6]. Plusieurs milds d’endommagement non local @t
dévelopgs pour pallie@ ce ptenonene. Dans notrétude, nous avons retenu le nétel d’'endommagement
non locaux du gradient implicite [1]. Ce melé introduit une variable d’endommagement non lozakolu-
tion du systme :

—c(l)Ahw+w=w InQ
{ Vo =0 ondQ 8)
avecc(l.) = [? ou . est la longueur caragtistique qui @termine la taille de la zone d’influence qui intervient
dans le calcul de la variable non locale.

2 Estimateur d’erreur

Nous avons adaptau calcul de structure avec endommagement la technique d’estimation d’' @oeetrigue
introduite par Alauzet [7]. Cette technique corsigl que le conéile de I'erreur d’interpolation permet un
contidle de I'erreur d’approximation pour la variable corésik. L'estimation de I'erreur d’interpolation est
donc utiliee pour @finir une carte diséte de netriqgue anisotrope dans le butedui-epartir I'erreur dans
chaque direction.

Cette nétrique sert comme parazine au mailleuMTC[8], develop@ auCemefpour gerérer un maillage plus
adapé au plenoneneétude. Il s’agit d'une néthode de grération de maillage par optimisation topologique.
Cette nethode iérative consista apporter des afiorations progressivaesun maillage existant juscaavoir
un maillage de la quaétrequise.

On consi@re une variable, approclee par de€lements simplexes leaires simpliciaux en 2D ou 3D. Pour
tout élementK du maillage, la majoration de I'erreur d’'interpolation pewcsire [7] :

— <
it = Tl e < cmax max (e, [H, (@)]e) ©)

ou ¢ est une constante qudpend de la dimension du préohe,E 'ensemble des &tes de Blementk du
maillage, et H,(z)| = RAR ! est la valeur absolue de la hessienne de la variabdé R est la matrice des
vecteurs propres éA| = diag(|\;|) la matrice diagonale des valeurs absolues des valeurs propres.

On suppose 'existence d’un tenseur detrique M (K) veérifiant :

m%x<e, |Hy(z)|e(< (e, M(K)e), pour toute € E (10)
eclvk

on obtient alors la majoration suivante :

lu — Mpul|co i < ¢ max (e, M(K)e) (11)
EGEK

ensuite, I'erreur d’interpolation;, commise sur BlementK est estinee par :

K = cmax < e, M(K)e > (12)
eclvk

Cette relation signifie que I'erreur d’interpolation commise suréle@mentK est proportionnelle au car
de la plus grande longueur de€tes dekK, dans la rtrique M(K). le contble des longueurs desées
desélements du maillage permet donc de coler I'erreur d’interpolation sur le maillage et donc I'erreur
d’approximation.

soiente le seuil de I'erreur d’interpolation télee, h,;, (resp.hnmq:) 1a longueur minimale (resp. maximale)
autori€e pour les d@tes du maillage d’aps leséquations gEedentes, en chaque sommet du maillage on
définit un tenseur de étrique de la magire suivante :

- - - - N1 1
M=RAR™, A =diag(|\|) et\; = min (mam <c[ Z|, 5 > T3 > (13)
€ hmaﬂﬁ hmzn
Cette netrique de nature anisotropérifie leséquations 10, 11 et 12. Elle permet kangration d’'un maillage
pour lequel I'erreur d'interpolation est mag@® pare si on est pas contraint par la taille minimalg;,,. Cette
limite de taille aét introduite afin deviter que trop cBlements ne soientgéres dans lesagions proches des
singulariés.
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3 \Validation

Dans cette section, ongsente des exemples de simulation arigque afin de :

— S’assurer que notre approdiéments finis pour le calcul de structure avec endommagement peawuied’
la dépendanca la discetisation spatiale.

— Montrer la fiabilie de notre mogle a piévoir correctement les zones sees s’endommager et I'amorcage
de fissure lors de la solicitation d’une structure.

— Comparer Evolution du maillage et de 'endommagement au cours d’ une simulatioangune afin d’illus-
trer que le maillage s’adapte bien aleplonene d’endommagement.

e e r-

|1

FiG. 1 — Geonetrie(mm) et conditions aux limites

On consi@re un cas de traction simple d’une plague plane (figure 1) et Ielmdéendommagement non local
et une taille caraéristiquel. = 0.06mm. On imposea la plaque un éplacement vertical de = 0.88mm
dans un intervalle de temg@, 0.88s] avec un pas de temps uniformdg = 0.005s. La plaque est constibe
d’'un alliage d’aluminium aved@ = 70000M Pa,v = 0.3,84 = 0,w. = 0.98,b = 1,5y = 1.25M Pa et
oo(r) = 596(10~* + )93 M Pa. On consi@re quatre maillages triangulaires uniformés, := 0.01mm
(100454elements) o = 0.02mm (24806€elements)h; = 0.03mm (11137&léements); = 0.04mm (6139
elements).

350
300 %\
250 \
2200
=
m
3150

0 T T T T

0 0,2 04 0,6 0,8 1
Displacement {mm)

FiG. 2 — La courbe force&placement pour 4 tailles de maille et le retld’endommagement non locall
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Pour les quatre tailles de maille, la courbe forépldcement (figurg) présente un comportemeglaistoplastique
gui n'est pas influerie pas 'endommagement aélalit de I'essai. Ensuite, on voit un adoucissement du com-
portement du ma&tiau et vers la fin de I'essai on a une chute de la courbe qui traduiéddi@n des macro-
déefauts et 'amorcage de la rupture de la structure. De plus, aveeclmidsance de la taille de maille les
courbes se rapprochent de celle obtenue avec le maillage le plus fin, nous avons donc une convergence en
maillage.

Les figures3 et4 repésentent respectivement la carte des isovaleurs pour 'endommagemeréfettaation
géreéralige pour les 4 maillages @edents. Dans chacun de cas on voit apieraes epartitions physiques

de ces champs : Lendommagement est loéadis centre de &prouvette et lesaformations illustrent la for-
mation des bandes de cisaillement. De plus, la largeur de ces bandes n’'est paséafpenia taille du
maillage. Pour montrer que le maillage s'adapte aeénpimene d’endommagement, on commence la simula-

0445
03839373
033375
0278125
02225

D 1558?5. l I

011125

0055625

hy=0.01 he=0.02 ha=0.03

FIG. 3 — La carte des isovaleurs de 'endommagement pouépfadement vertical = 0.88 mm

=001 hp=002 hy=0.03 hy=0.04

.83
072625
06225
051 8?—.;
0413
031123
02075
10375

FIG. 4 — La carte des isovaleurs de lafdrmation @rérali€e pour un éplacement vertical = 0.88 mm

tion par un maillage uniforme et on suiébolution I'endommagement et du maillage au cours de la simulation
figure 5. Avec la croissance de 'endommagement, on voit que le maillage estrdfiins les zones forte-
ment endommages et @raffirg ailleurs, et vers la fin de la simulation le fait que le maillage s’adapteaien
'endommagement est bien illugtpar la formation des bandes de cisaillement par le maillage.

Enfin on remarque I'apparition de la fissure au centre égrbuvettea 45 degés par rappora I'axe de char-
gement ce qui correspond bien a@sultats exprimentaux pour un matiau homoegne.

4 Conclusion

Un mockle d’'endommagement de Lemaitre enriché@ impeémené dans une formulation mixte vitesse-
pression, la rathode du gradient implicite a permis notre appradbments finis de s’affranchir de la digtisation
spatiale. Enfin, une stiggie d’adaptation de maillage au@tonene d’endommagementéé adapte afin
d’augmenter la gircision pour 'endommagement avec temps de calcul minimal.

L'essai de traction simple a proé@va fiabilitt et la pécision de notre approchie p@évoir les zones seas
s'endommager et 'amorcage de fissure lors de la solicitation d’une structure.
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FiG. 5 —évolution de 'endommagement et du maillage au cours d’'un essai de traction simple.
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