
HAL Id: hal-00487265
https://minesparis-psl.hal.science/hal-00487265v1

Submitted on 9 Mar 2011

HAL is a multi-disciplinary open access archive
for the deposit and dissemination of scientific re-
search documents, whether they are published or not.
The documentsmay come from teaching and research
institutions in France or abroad, or from public or pri-
vate research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaireHAL, est des-
tinée au dépôt et à la diffusion de documents scien-
tifiques de niveau recherche, publiés ou non, émanant
des établissements d’enseignement et de recherche
français ou étrangers, des laboratoires publics ou
privés.

HAL Authorization

Modeling Hot Tearing during Solidification of Steels:
Assessment and Improvement of Macroscopic Criteria

through the Analysis of Two Experimental Tests
Michel Bellet, Olivier Cerri, M. Bobadilla, Yvan Chastel

To cite this version:
Michel Bellet, Olivier Cerri, M. Bobadilla, Yvan Chastel. Modeling Hot Tearing during Solidification of Steels:
Assessment and Improvement of Macroscopic Criteria through the Analysis of Two Experimental Tests. Met-
allurgical and Materials Transactions A, 2009, 40 (11), pp.Pages 2705-2717. ⟨10.1007/s11661-009-9955-5⟩. ⟨hal-
00487265⟩

https://minesparis-psl.hal.science/hal-00487265v1
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://about.hal.science/hal-authorisation-v1/
https://hal.archives-ouvertes.fr


� ��

Modeling Hot Tearing during Solidification of Steels: Assessment and Improvement of 
Macroscopic Criteria through the Analysis of Two Experimental Tests 

�

���������	�
������
	�����
���
�������������������

�

��������������������������� !����"����"���������������������������� ������� #���!���"���������������������$����������

���� ����������� ��������� 
�� ��������� �"� �$�� ��%�!��&���� �"� ����'�� ������� ��!���"�������	� ��� ��������($��$� ���� ����

��&�!���!#���!���"���	�&�����������!#�����������"�&��$#�)�����(��$�$��$�"���������"���!���*�#����!!#�+�,����� �#���-	�

($��� �$��&������!�������������"��&������������������(��$� �����!�� �������� 
�� �$��� ����#	� �(��$��� �������� ������$�%��

 �������������������������%�!������$����������%������ �!��#��"���%���!�&���������������������� !��$�������$��!�����������

�$��"�����������������(�����������"���!!#����������"����������������$���'���� #��$�������������$���	�($�!���$���������

����������������� ��������������%�!���������$�����$������.��� ��$������	����$��&�!/&��$�����!����!#����������"��&��	����

������������%�����$��'�#�%���� !���"����$����""��������!��������������������&��������(��$��0����&����!�����!����!!�(��

��� &�'�� �� �������!� ������&���� �"� �$���� ��������� ���������� �$���� � �!��#� ��� �������� ����'� ������������ �$�� ����������

������!!#���������� #�1�������!��2�34�$��� ����"�������� ���$�� �����������"����$��������������"���!���"������������'�����

��� �$��� ���������� ��� ��������!!#�  ����� ��� �$�� 5 ����!�� ��&��������� �����5	� �������!� ��������������� ���������� ���/

�6��!� ���&� ��!���"�������� $�%�� !��� ��� �������� ��� �0�������� �"� �$��� ����������� �$��� ��(� &����������� ����������

�&���%����$��������������������#��

�

�

�

�

I.��INTRODUCTION�
�

�������������������"��&�����&�!�0���& ���������"��$��&�!/�

&��$�����!� ���� ��!���"�������� �$���&����� �$��� ��!���"��������

��"���� ���  �����!!#� ����������� (��$� ����&�!���� !�6���� "�������

���� �����!�� ������� ���������� ��� ��$������ �������� �"� &��$#�

)����	�&���� �����"���!!#� ������(��$� $��$� ��!��� "�������� �"� +�,�

���� �#����2��4�����#����$����$�%����������� ��$��������$�����

�����!��#������������������!������%�!��"�$��$���!���"��������* ����!��

��&��������������	����-��
�����	�����������������������!�!�6����

"�!&�� ���� ��� (��'� )����� ($��� �$�� ��&�/��!��� &������!� ���

�� &������ ��� �� &��$�����!� !�������� �����6����!#	� �$�� ������!�

������ ������ �"� �$�� !�6���� �$���� ���  ��(���� �$�� ��!��� ����������

��&��$�����"�������������"!������(��$����������������'������������

�����$���(��$� �$��(��������"��$����!����$���� #��$��!�6�������	�

($��$����������!!��� #����"�������������

�� ��$�&����� ��&&��#� �"� �$�� ����������� �$���&����

!����������$����������������%������Figure�1����������(��$���!���

"���������%����$����$�����#�������*"���($��$��$����!����'�!�����

�������������	����� �$������� !�� �����������������-� ���&�� !����

���&�� !�� ��� �$�� !�6���� �$����� �$��� �$�� ����� !�� ��%������

�������� ���$���  #� ��!���"�������� �$���'���� ���  #� �������� �"�

�������!� ��������������� !�6���� "�!&�� �������  �� ��&���������  #�

!�6���� "������	� ($��$� !����� ��� ����'� ������������ �$��� �0�!�����

�$���"�����!��� "���������$��$��� �$��� ����

�� � �$�������!��#� !�&���
�ε �

����������� ��� �$�� ���!�������� �����	� &���� ���� &���� ��!���

 �������"��&��������������������!�6�������'�����������!������.���

$��$�����!���"��������	���&������'��&�#����!!� ������������ ����$���

�$���&����� ��� !�&�����  ������� �"� ��!���  �������� ���� ������

���!����������$����0�!����� �$��� "��� ��!��� "����������������� �$���

���	

�� �  ��$� �$�� �������$� ���� �$�� �����!��#� ��������	� ���

��!���"�������������������!!������$��	��$�����$���&��������!�����

�� �����!��#� �����$� ($��$� ��� �"���� ������������ ��� ��  ����!������

�����%�!� ���� ����  �� ��"����� ���$��� ��� ���&�� �"� �������!� ��!���

"�������������������!���&����������*�$��� �%��&������������-��

���������� ��� ��!���"�������� ����������� ����&������!�	� $���

��������&�#� !���� ��� ���"���� ��� �� /���"���� ����'�	� ��� (�!!� ���

����'���� ��� �$�� ����� �"� ����� ���������� ���� �������� ��� �!��� ��

��� !�&� ������������ ��� (�!����� ���������	� "��� ($��$� ��� ���

��&���5��!���"������������'���5�2�74������$��!������ �����"�����

(��$�5!�6�����������'���5	�($��$��������"������������$��&�!�����

�"� ����������� �������� (��$� !�(��� &�!����� ������ ������� �$��

"������)�����

��%���!� �$#����!� �$���&���� !������� ��� $��� ������

*��"��&�����	� !�6���� "������	� (������	� &���������������-� ����

����!�����$����0�!����� �$��� �$��&������!��������� �!��#���������

��� �$�� �!!�#� ��&��������� ���� &��������������� 8�&�����!�

��&�!������� $�%��  ���� ��%�!����� ������!#	� ��� �$�� ���!�� �"� ��

������������%���!�&�����#�%�!�&���"� �$��&��$�2�9	�:	�;4�� 
�����	�

��� ���$� ��&�!������	� �$�� ����������� �$���&���� $�%�� ���  ��

&���!��� ��� �$�� &����������� ���!�	�  ��� ��&�� �"� �$�&� ���� ���!!�

����""������!#��������������$��� ���($#	�"������!#)�������������!�

���!��������	� ��� ($��$� �$�� '�#� ��� !�&� ��� �$�� ��"�������� �"�

�������� ���������� ��� ������ ��� &���&�)�� $��� �������� ���'�	�

&����������� ��������� ���� ������!!#� ������������ 8�&������

���������$�%�� �����������������$��!���������������������$���������

"��&��$������!����"���&������������$��&�!/&��$�����!����!#���	�

��� ��������� ��� �$�� ��%��(� �"� ��'��� ���� <�����&��� 2�=4� "���

�����������&���� �$�&	� ��&�� ���������(�!!�  �� �$���!#� ��%��(���

����$����0�����������

�



� 7�


������Figure�1�*��� !����!�&��"��&��-�

�

�

�$�� ��%�!��&���� �"� �� $��� �������� ���������� ��� ������ ���

�����������!������$���������#����$���������������������!#��"�������

��������� "��� �$������!� �������#	� ���&������������%��#�����6��!��#�

��&����	����(�!!�����$����%�!��&�����"���(�����!����������$��

&����� >����%���"��$�������#���� ������%�������������!�������&����

�"� �$�� �������� ����� �!������ �"� ����������� ����'���� (��$� ���$�

����������

�$�� �������$� ��������� ��� ��!������� �(�� $��� �������� �����	�

���� ��� ��&������� �$�� �0����&����!� ����!��� ?� ��� ���&�� �"�

���������������!���������"�����'��?�����$�����������������%�����

 #��$�����$��&�!/&��$�����!����!#���������$�������"����������"���

����'�����������������������$����������������	�����������& ����"�

����������%�����$�%�� �����������������$�������*����"������������

�$����&���$����%����%��(��"���'�������!��2�94-��
���$�������#	��(��

$��� �������� ������ $�%��  ���� ��!�����@� �� ������������ �$���'����

����	�������������� �������������

�$�� ������ ��� ������)��� ��� "�!!�(��� 
�� �� "����� ����	� �� �$����

��%��(��"� �$��&����$��� �������� ��������� ���������������$��	� �$��

�(����0�����������������������������$�����������������������#��"�

�$�� �(�� ������ ��!������� 
��(�!!�  �� ����� �$��� �$�� ���!#���� �"� �$��

"����� ����� *������������ �$���'���-� (�!!� �!!�(� "��� �� "�����

������&�������� �������!� ������&���� �"� �$�� ��""������ ��������	� �$��

 ���� ����!���  ����� � ������� (��$� �$�� ��/��!!���1��
� ���������

���������  #� 1��� ��� �!�� 2�34�� �$��	� �� &���� 6���������%��

������&���� �"� �$�� ������������ �"� �$��� ���������� �$����$� �$��

���!#���� �"� �$�� ������  ������� ����� (�!!� !���� �$�� ���$���� ��� ��

����������� ���������� ���� &������ ���� !�&���������� 
�� �� "���!�

�������	�����0���������"��$��1��
������������������������������

��(�����������"���$��������������"��&�!������

II.��HOT�TEARING�MACROSCOPIC�CRITERIA�
�

��%���!������������&��������$��������������"�����'������������

$�%��  ���� ��������� ������ �$�� ���!#� ��0����� 2�=4�� �$�#� �!!� ����

&����������� ��������	� ����� �$�#� ����  ����� ��� �$�� %�!���� �"�

�%������� "��!��� ��� �$�� ���!�� �"� �� ������������%�� �!�&�����#�

%�!�&���"� �$��&��$#�)���	� ���$���� ��&��������	��!�������������

���� ������/����	� ������A��$�� �$����&���� �!������ �"� ��������� ����

!������$����������

�

�����������	�
�����
���������	�
�������	������

�$�� �����������"��!#���������%���� 2�,4	� !� �!������ ��� �$��

��6��!	�&���!#���'�����������������$����&�������������%�!���� !��

�����	� ������� ($��$� $��� ������ &�#� ��%�!���� �$�� $��� ����'����

�������%��#������"����� #@�

�



��






��� = �

*�-�

($����


 � ��� �$�� ��&�������� ��(���� �$���������!� ��!��� "���������

+�,+�����+�,,	�����
�
 �����$����&�������� ��(������!���"���������

+�:+�����+�,+��

�

�����������	�
����	���
����
����	�

���������������"� �$����!����������������$��� �$������������ �$��

�����������������&������%���� !����
�����(���$���������$���&�����"�

�$����&�	��$��6���������� ε �*������-���� ε� �*������/����-����������$��
�0��������� �"� �$�� ��������� ���� ���� �������!#� ��"������ �� "�����

��������������� ���!��  �� �$�� ���&	� ��� �$�� %��������� �����	� �"�

������� * ����εε
9

7
-	� ��� ������/����� * ����εε ��

9
7

-�� ��(�%��	� ���$����

������!!#�����������$����$���""����%����&��������&�����������$��

���� ������� ����������!��� ��� �$�� ���������� ��!�&���� ���(�$�

������������$������($#�����$���(��'	��$������������ εB ����� εB� �(�!!�
 �� ����� "��� �$����&������ ������� ���� �$����&������ ������/����	�

��������%�!#�� �$���� �(�� ���!���� ���� ��"����� ��� �� ���&� �"� �$��

��&�������� �"� ������� *��� ������/����-� ������� ��� �$�� �!����

���$�����!� ��� �$�� ���������� ��!�&���� ���(�$� ���������	� ���

�0�!����������$���������0��

�$�������������"�C��'$���%�2��+4	�!� �!���C�
�����$��������	�

�����$��� ���0����������@�

���

�
�

���

����

�
���

���

�

�

��

=

−=

ε

εε

B(��$

-BB*��0

�
*7-�

�$��� ���������� ���  ����� ��� �$�� ��&��������  ��(���� �$��

��&������ ������/����� εB� � ���� �$�� ��&���� !�� ������/����� ��� �$��

��!���"#����&������!�
�εB� ��

���� �����$��&���&�&�"������������������

�$�� ���	� �� � �$�� ���!���� ����	� ���� ��� � �$�� �&�!������ �"� �$��

 ����!�����������%�!�*�0�����������D�-��

�$�� �����������"���&���'�� ��� �!�� 2���4	� !� �!������	��!���

��!���� ��� �� ����!#� &��$�����!� ���!#���� ������ ��� ��&������ �$��

����&�!����� ������� ����������  #� �$�� &������!� �%��� �$��

 ����!������ ��&��������� �����	� ��� �� ��%��� ������� !�&���� �$��

�����������"�1��� ��� �!�� 2�34	� !� �!���1��
	� ��� ����0���������"�

�$�� ���%����� ���� *���-	� ���!������ ������/����� ��"!������� 
�� ���

�0�����������"�!!�(�@�

( )

( ) E
E

B
B(��$

B-*B��0

�
��

�
���

����

���

�

���

ε
ϕε

εε

�

�

=

−= ∫
�

*9-�

($�����$���$��������&������$�%�� ������������ #������/!������

����� "������� ��%������ ��&������ ������ ���"��&��� ��� ��""������

&��/�!!�#��� ����!� ������@� ϕ� F� +�+737�	� ��� F� +�9�9�	� ��� F�
+�3=93��
���$��������"��$���������������	��$���������!�&���

�εB ����

����������������&������!�������

�

�����������	�
����	���
���
�����
����
����	�



� 9�

�$�� ���������� "��&� �����)� ��� �!�� 2��74	� !� �!��� ��G	�

����&����$���$���������"��&�($����$��!���!����������������!�6����

"������	��$����$��$�����&�� !��&��$#�)���	����������""����������

��&�������� �$�� �������� �"� �$�� ���������� ���(��'�� �$��

��& �������� �"�&���� ������%������(��$�����#H�� !�(� ���� �$����

������������ �!���� �$�� !����$� �"� �$�� &��$#� )���� !����� ��� �$��

�0����������"����������!���&������������/����@�

( )










 −−−
∇

=

−=

����
�

�

���

�

��
���

�

�

	

�

�
���

���

ρ
ρρ

ρ
ρ

µ
λ

ε

εε

�3+

�B(��$

-BB*��0

7

7
�

��

�
*:-�

���($��$�
	µ �����$���#��&���%�������#��"��$��!�6�����$���	�

7λ ����

�$����������#������������&��������	��������$��!���!�������������

�$�� !�6���� �$���� �"� �$�� &��$#� )���	� ��� ��� �$�� ��%��������

��������	� ��� ��� �$�� %�!����#� �"� �$�� ��!���"�������� "������ �$��

6���������� �� ���� �� ������� ��� �$�� ��!���"�������� ���$� �"� �$��

�!!�#@�

�

⌡

⌠
=

�

7

7

7�

� 	

� ��
�

�
� �


⌡

⌠
=

�

7

9

7
-*

�

� 	

� ��
�

� �
�

� ∫∇
=

�

�
����

�
� 

7

�
-* �

*;-�

�$�� ������������ !�&���� �"� �$�� �������!�� ���� �$�� ��&���������

!�&�������$�������

�

III.��FIRST�HOT�TEARING�TEST:�CONSTRAINED�

SHRINKAGE�
�

���������������
���������������
�������������	��

�$��5����'�����5�$����������������$��� ������%�!����� #��$��

���$���� ���� ������������� ��� �����!�� ��� 2��9	��:4�� 
�� ���  �����!!#� ��

������������ �$���'���� ����� *����Figure� 2� ����Figure� 3-�� �(��

(����/���!��� �$�!!�� ���� �!����� ���  ��$� ����� �"� �$�� �����

�����&��	� ����������� "����� ��!���"�������� ������� �$�&�� �$�� �����

����� $��� �$�� �$���� �"� �(�� ����� ����'�� *����!� !����$� 7++�&&-	�

���$� �$��� �$�� �������� �"� �$�� �����&��� ���  ������ ��� �$�� &�!��

������� ��� ������ ��� ��������� �� ������!� $��� ������ �������

��!���"�������	� �$�� "�0��� ��!���"���� ����������� �$����������������

�����!�� ��������� ��� �$�� ���������� ����������!��� ��� �$�� ��!�&����

���(�$� ���������� �!���� �$�� ���"���� �"� �$�� �����&��	� ��� �$��

������!�$����������������
��(�!!� ������� �!�(��$����������������

�$�� $��� ����� ���"���������� *�$��� ��� ���� �$���� ���� �$�� ���!����

&��$�����!�!���-	�����'��&�#�"��&��

�


������Figure�2�

�


������Figure�3�

�

�$��������!� �"� �$�� �$��&�!��%�!������ ��� ��$��%��� #� �$����

���������@� ��� ������� ��� �$�� ������!� ����� �"� �$�� &�!�	� &���� �"�

����&����������!I����/$��������"��$��&�!�I������"�����&���"� ���

�������!�����$��&�!�����"�����

�(�� ����!� ������� $�%��  ���� �������@� :+������3@� +�:�/

7��/��;��/+�98�/+�7��� *(�J-� ���� �++��=@� ��+�/��;����

����������&����������������"��&��;7+�����=7+�D�	�������!�&�!��

��&���������"��&�7;+����:7;�D�	�!������������!���"����������&���

 ��(����7;������;+����

�$�����������%������ ��������&�����������$������������������

����������������$�����"����������*�$��������&��$�����!�!���-�

�"� �$�� ������!� $��� �������$�� ����� ���"���������� *������!� �������

&�����"�����!	��������&��������-� !�"�� �$�������&���������'����

1$��� ������ �� ��"������#� ������!� ������	� ����'�� ���������� ��� �$��

��������"� �$�������&��	� ��� �$�� ����&�������"� �$�������$��#��"�

�$�� �����%����� &����&� ��������� 1$��� ������ ��� ��������� ��

����&���"� ��������	���������%�!���������$��������������!��������

�$�� >��������  ��(���� ����� ���� "������� �$���� "�������� ����

��&&���)������.������:��

�


������Figure�4�

�

�� &��������$#� �"� ���� �"� �$�� ������!� ����'�� ����  ��

� ���%������.������;���!��������$�� ����&��"��$�������*�������
�

��� .������ ;�-	� �$�� ����'� ��� ���$��� �����!��������� "���������$#�

� �������  #� �� ��������� �!������� &���������� *.������ ; -�

$��$!��$��� ���� ��������������� �$�������� ���� ���� ������������ �!����

�$�� ���������� �"� ���(�$� �"� �$�� ��!�&���� ����������� �$���

����"������ �$�� $#���$����� �"� ����'� ����������� ��� ������� 
� ��� ��

����!�� �"� �$�� �������� �"� �$�� ���������� ���(��'� ������ �����!��

������������������������!�������$�����(�$������������

�


������Figure�5�

�

���������� 	����������� �
���������
������� �������

����������
�������

�$�� "������ �!�&���� &���!���� �"� �$�� ����� $���  ���� ��������

���� ������ �$�� ��&�!������ ��"�(�������'������������K� 2��;/

��L4���$����&�����!���&�!����������������"����$��&�!/&��$�����!�

������M����������!#�������� ���$� ��&�� �����&���	� �$�� �$��&�!� ����

�$�� &��$�����!� ��� !�&�� ���� ��!%��� ��6������!!#�� .����	� �$��

�����#�������%�����������!%�������$��($�!�����������#���&�*�$��

�������������$����""������&�!����&���������!!������������.������

7-��
���$�������!�����	��$����!���"�����������$� -*�� 	 ������"�������

�������� �$�� $���� �0�$����� ���""������� ��%������� �$�� $����

�����"���  ��(���� �$�� �������� ���� �$�� &�!�� ��� ��"����� ��� ��

"���������"��$����)���"��$��������������!�����"��&��$��&��$�����!�

��!��!������ 2��94�� 
�� �� ������� ����	� �$��&��$�����!� ��� !�&� ���

��!%���� �$�� �!!�#� ��� &���!��� ��� "�!!�(�	� ������ �� $# ����

����������%�� �6������� 2�34��
%��� �$�� ��!����� ��&��������	� ����!�

����������������������/8�(�������"!����� �#��������&��������/

����������%�����!������8�����/��""�!�(@�

�!εσ �= � *=-�

($���� σ � ��� �$�� �6��%�!���� %��� ������ ������	� !� ��� �$��

%�����!����������������#	�ε� �����$��������!�)��������������	�������



� :�

�$���������������������%��#���$��%�!����"�������6��!�������%����$��

!�6������ *8�(������� "!���-� ���� ��� ��������!#� ����������� (��$�

�$�� ��!��� "��������
�� � ��� �$�� ��!���"�������� �����%�!�� ��!�(� �$��

��!����� ��&��������	� ��� �$�� ��!��� �����	� �$�� &������!� � �#�� ���

�!�����/%�����!����������������%���6������@�

��

" ! εεσσ �H+= � *L-�

($����
"σ � �������� �$�� �!������ #��!�� ������	� ε � �$�� ��&�!�����

�!������������	��������$���������$������������""���������

�$�� �$��&�!/&��$�����!�&���!�����"� �$�� 5����'�����5�$���

�����������������!!������������Figure�6�������������"����#&&���#	�

���� 6������� �"� �$�� ���/��� ��� &���!��	� (��$� �� ����!� ��& ��� �"�

�L++++��!�&�������!!��$��!�����!�����&��������������������6���

*=-� ���� *L-	� �����$��� (��$� �!������ ���""�������� ���� ��"����� ���

"����������"� ��&����������������� ��"��������2��94�"����$�� �(��

����!� ������� �������������!��	� ������!� ����  ������#� �����������

�����"��� �$����""������������������������������"����$���(������!�

����������� ��"���������$����&����"��������

�


������.������=�

�

C��!�&����#� ��� �$��� ����#	� �$�� ��""������ ����'���� ���������

&���������� �%��(�����&�!�&����������$��"�������!�&����������

�$��%�!�����"��$��$�������'�������������������!��!���������������

�$�� ��&������ ������/����� ��� ��!��!����� ��� �0�!������ ��� �$��

�������0�������������$���&�!�&����������"��$����G����������	�

�$��%�!����"�
�� 	� �$�� !���!���������� ��� �$�� !�6�����$�����"� �$��

&��$#�)���	��������&���������$����&���!�������!�!�6������������@�

���� ρ= 	�(��$�ρ��$��������#	����$�����&��"��$�����%��#�%�����	�

�������$��%������!��������������$��"�������"��������$���������

�$�� � >����%�� (��� �$��� ��� ��&����� �$�� ��!��!�����

������ ������� �"� $��� ����'���� �������%��#� ��������� ������ �$����

��""������ ��������� ���� �$�� �0����&����!� ����������� �"� ����'����

��� �$�� ��""������ ����� �����&�������� ��������� ��� 2��:4	� ����(��$�

"�!!������!�����2��94��$��&�������������"��$����&�������� ��(����

�0����&����!� ���!#���� *����'���������������	� ���������� ��� �$��

��""������ ����������-� ���� �$�� ��&�����!� ��&�!������ ���� �$��

"�!!�(�����

�0����&����!�����!����!���!#��$�(������������"!�������"��$��

����������"��$������&��������������$��������������"�����'���@���

����!� ������� ����!��� ��� ��� ����	� ($�!�� �� ��"������#� ������� �"����

!������������'�����������&�����$����""���������������������	���!#�

�$������������������������&���$�(��$��$���&��'�����������

�$�����!#�����"� �$�� !���������"� �$������'�� ��%��!�� �$��� �$��

 ���� ��������� ��� � ������� (��$� �$�� ���������  ����� ��� ��!���

&��$�����	� ��&�!#� C�
� ���� 1��
�� �$��� ��� �!!��������� ���

Figure� 7� ���� Figure� 8� "��� �$�� �(�� ����!� ������� �������� �$��

�������������"��$�������������������(����	�($��$��0���������$��

������� !�&��������� �"� �$��� ���������	�  ����� ��� �$��&�!�

�����������������!#���$���������������"��$����G������������������

�����"��������������&����(��$� �0����&����!� "��������� 
�� ���� ��

�������$�����������������$������������	��$��$��$����%�!�����"�$���

����'�������'�����"���������$��$������"��$��������!���������"��$��

�����&���� �$��� ��%��!�� �$�� ���!� ������� �"� �$�� ��G� ���������	�

($��$���� �����!!#����������#����������@�$�������������������������

 ������������ #�!�6����"�!&���%�������	�����!�����"��&�����""�������

!�6���� "��������G!� �!!#	� "��� �$�� �(�� ����!� ������� �������	� �$��

 ����������������� �������(��$��$��1��
����������	�����$�(�����

.������,�����.�������+��

�


������Figure�7�

�


������Figure�8�

�


������Figure�9�

�


������Figure�10�

�

IV.��SECOND�HOT�TEARING�TEST:�INGOT�

BENDING�
�

�� ������� ����� $���  ���� ��%���������� ��� �$��� ����#@� ��� ������

 �������������
�������������� ���������9++�'������!�������*�7++�0�

�:+�0�7:+�&&9-��������������!���"��������*Figure�11�-���$��������

(�����%�!���������$��3+H�����
��
��2��34�����(���������������"���
����� ����!� �������� �$�� ��!���"���� �$��'����� �"� �$�� ������ (���

������!!��	� ���� �� 9/������ �#��� "!�0���� ����� (��� ���"��&���  #�

&����� �"� ��  ������� ���!�� �$���  ������� ���!� ���������� �"� ��

�#!�������!� ����$	� ($���� ����!���&���� ���� ������ *��������

"��&� +�7� ��� ;�;� &&M�-� (���� &��������� ��� ������ ��� ���!#�

��""������  ������� �������� ���� ������/������� ���������� ���

 ������� ����������	� �$�� ����/&����&� ������������ ��%��!��� *���

���-� ����'�� ���������� ��� �$�� ��!���"�������� "����� ��������� ��� �$��

 ������� ���!�� �$�� ����'�� (���� � ���%��� ��� �$�� �������

���������������Figure�11 ��

�


������Figure�11�

�

��� �0�!������ ���Figure� 12	� "��� ���$� ��%��� ���� �"� ��������

����������� *�� ��%��� ����!� �����	� �� ��%��� ���!� �����-	� ���������

������ ��� ��� ��""������ ���!���� &�0�&�&� �������� ��%��!��� �$���

����'�� ��!#� ��������� �"���� �� ��%��� ����$� ����!���&����� ���

�0�!������ ��� 2��34	� �$�� &��$�����!� ���!#���� �"� ��&������ ������

�!!�(����� ���!!������!���������%������������&������%���*���-	�

����������� ��� �$�� ������ *εB 	εB� -� ���/����'��� "��&� ����'���

�����&���	� "��� ���$� �"� �$�� ����� ����!� ������� ��%����������

*Figure�13-��

�


������.�������7�

�


������.�������9�

�

�� "����� ����!������ �$��� ����  �� ���(�� "��&� �$����

�0����&���������$����$����������������!�&��� �"��������'�������������


����$���(����	� �!�(�����%���������	��$��������������'����������

�$��� �&�������� "������� �!!�(�� ��� ��� ������&������  ��(���� �$��



� ;�

��""����������������������������$��!�����������
�����	�����������$���

���� �����������������!�������/����������������!#�������������&����

(��$��$������!����"�Figure�13���$�������$��������"��$��C�
�����

��G� ��������	� ($��$� ��� ���� �������� "��� ���$� �� ������� !�&���

 �"�����""����%������'�����

�� ������� �&�������� ��&��'� ��������  #�Figure� 13� ��� �$���

�$��� ������� !�&��� �������� ��� ������/����@� �$�� $��$��� �$�� ���!����

������/����	� �$�� �&�!!��� �$�� ������� !�&���� �$��� &����� �$��� �$��

�������������� "��� ��������� ������������������	� ������� ��������

������������"������$���������/������""�����

��� �$��� �����	� ������������ �$�� ��""������ ��������� ��%��(���

� �%�	� �$�� ��!#� �!��� !�� ���������� (��!��  �� �$�� 1��
�

����������� �$�� ��0�� �������� ��� ���������� ��� �� &���� �����!���

�%�!��������"� �$��1��
����������� �$����$����$� ������ �������

�������

�

�		�		���������
���� !������������
����
����������
����

.��� ���$�  ������� ����	� ��"�����  #� �� ����!� ������ ���� ��

��&���!�  ������� ������/����	� �$�� "�!!�(���� �(�� 6���������� ����

��&�����@�

o �$��������� !�&��������������"��&��$���0����&���	� �$���

����$���������!�&������������������'����������"��&����/

����'����������$����0����&����!��������!�&��������������
#$�

�εB ��

o �$���������!�&���������������������$��1��
����������@�

( ) E
E

B
B

�
�

����

�

���ε
ϕε

�

= �
*3-�

($���� εB� � ��� �$�� ��&���!� ��&������ ������/����� �"� �$��

�����������������

�$�����&�������������%������Figure�14��

�


������Figure�14�

�


������ ��������$����$���������!�&������%����� #��$��1��
�

���������� �#���&�����!!#� �0������ �$�� �0����&����!� ������� !�&����

�"���� �$��'���� �$�� %�!����#� �"� �$�� ��!��!������ �"� �$��

�0����&����!���"��&�������2��94	����(��������������$����$��� ����

���!����&��"��&��$���0����������"��$�����	�($��$�����$����!#�

&������!/���������� ����&����� ��� �$�� �0����������"� �$��1��
�

���������	� ������ �$�� ����&������ϕ	��E� �����E� ���� ��������� ���
$�!��"�����(����"�&�!#��"�&��/�!!�#������ ����!!�#���
�����	����

�$��� "����� ��&�������� *Figure�14-	� �$��&��#��&����6��!� ���&�

����������� (���� ����&��� ��� ����&���� �$�� ����� 
�� ������ ���

�$��'� �$�� ��"!������ �"� �$�����	� �$��� ���� $���  ���� ��!��!�����

"��� "�%�� �&���� �$�� ����� ����!� ������� ����������	� ������ �$��

&���������������� ��"�(���� ��N��
� 2��,4	� ������������ ����

�6��!� ���&������������(��$���������� �����!���"�������� ��&���"�

;++� �	� ($��$� ��� ������������%�� �"� �$�� ��!���"�������� �����

������������ ��� �$�� ������ ������� 8�(� �$��������!� ������� !�&����

���!�� �$���  �� ��!��!����� ���� ��&������ ��� �$�� �0����&����!�

�������!�&������$�����&�������������%�������

Figure�15��

�


�������

Figure�15�

�

�$�����"�����������"�Figure�14������

Figure�15��$�(����$������"!�������"��$������%�!�������$��

�����������������!�&��������������(��$��$��1��
�������������$���

��������(����� !�&�@�

o .����	� �$����!��!�������"� �$����!���"�����������$� -*�� 	 	�

"��&� ($��$� �$�� ���� %�!��� ��� ����%��	� ��� �!���!#�

�������!���$����������� !�&�"��&��$��������������"�%��(	�

������ �$�� ����������� �"� �$��1��
� ���������� ���!��  ��

�����"�����!#� ��""������ ($��� ������ ��""������

&����������������&���!��*�����
����	���N��
	�

�����#���$���&���!-��

o ������	� ���� ��� ��!������ (��$� �$�� "����� �����	� �$��

��"������������!"��"��$������&�#�$�%����!�������"!������

����$��%�!�����>����������$��1��
����������	�����&�#�

�$�������!�����%��#���""������%�!�����"��$��������!��������

!�&�����

����0�&�!���"��$����������!�&�������������%������Figure�16��

����!�������:����������������
��Figure�16�	��$��!�6����"�����������

�!������%�� ��&�����������$������""������ %�!���� �"� �$����������

����������	� �������������� ��� �$���� ����!��� �"� �������!� ��!���

"��������� ��"������ �$���  ����!������ �����%�!�� �$�� ����!��� ����

��&&���)�������� !�����
������ ��������$������&�!!��$���������$��

������  ����� ��� ��"���� �$��  ����!������ �����%�!� ?� �0�������� ���

���&���"���!���"���������?�����!��������!�����%����������"��$������

%�!��	� ���� �����6����!#� ��� �� �����"������ �$����� ��� �$��

�$��������!��������!�&����

�


������Figure�16�

�

���&��� ���&�0� ����2D�4� ����

�εB �

+�,� +�,L� :�� ��"�x���:��

+�,� +�,,� ;L� ��"�

+�,� +�,,,� ,L� ��"�x�+�=:�

Table� 1.� BTR� values� corresponding� to� different�

characteristic�solid�fractions�used�to�estimate�the�brittleness�

domain.�

�

����$��������	��$��&��������!��������$������� �����(��"��&�

�$��������&�����"� �$��1��
����������� �$����$��$�����!#�����"�

5����'�����5� ���� ������  ������� �0����&����!� ������ ���� ���

"�!!�(�@�

o �$�� 1��
� ���������� �""���� �� %��#� ����� 6��!�����%��

���������������&���"��������%��#������!���"�������������������

��������������� �"� ����� !�� ����'� �������������$��� ��� �!���!#�

�!!��������� #��$��5����'�����5����������� ��������������

o ��(�%��	� �$�� ���!�������� ��� ������  ������	� "��� ($��$� ��

&����6���������%�����!#������������ !�	���%��!���$������������



� =�

���!�������� �"� �$��1��
� ���������� ��� ���� ��� 6���������%��

�����&����(��$��0����&����!�&������&������

o �$��� ��� ���� ��� �$�� "���� �$��� �$������%�!��� ��� �����!!#� �$��

��!#�%���� !������$���0����������"��$��1��
������������$���

�����!������������!���&����������

o �$����������!"����������������"��� �$��� ���%�����"!������

�"� �$�&���!� �!�&����� ���$� ��� ��� ��	� ��!"��� ����

�$���$��������$�������'�����������%��#�2�7+4���$����!�����(��
�!�&����� ��""���� �!�(!#� ��� "������� ���� ���������� ���� $�%��

!�(� ���������� ���""�������	� ($��$� "�%���� ���������������

������������2�7�4��
o �$����!��!�������"��$����������!"���������!��������G�%����$��

�&�������� ��!�� �"� �$�� � �%�� &��������� �!�&����	� �$��

��!���"�������� ���$� &����  �� ��!��!����� ��� ���/�6��!� ���&�

����������	� ������$�����&����������"�����!#����������� �$��

&����������������&���!�������

o .���$��&���	�����$��������"�����!���"�����������$���!��!�����

������/�6��!� ����������������	��$����������������0���&�!#�

�������%������$���$������"��$���(����!���"�������� �������

�

V.��A�NEW�CRITERION�
�


�� �$��� �������	� �� &���"�������� �"� �$��1��
� ���������� ���

��������� ���� �������� �����!!#	� �������� ���� !�&��������	� �$��

1��
�������������������������"��������%���������.����	�����""����

�� ����� ��������	� ($��$� $���  ���� ���"��&���  #� �$�� ��������

����#� ��� ��""������ ��!���"�������� ����������� ���� "��� ��""������

����!� �������� ������	� ��� ��� 6����� ������� "��� �&�!�&��������� ���

�$��&�!/&��$�����!� "������ �!�&���� ������ ($��$� ���� �������!#�

�����"����$�����!#�����"����������!���!���"��������������������$��

&���� ��%��������"� �$��� ���������� ��� �$��� ��� ��� ���������� ����!��

&������!/���������� ����&����	� �$����������� �$��� ��&�!����#� ���

�!��� �$�� ��������"� �$�� !�&�����������$���"���	� �$���� ��� �� �������

&���%���������������������0���������"��$������������	�'�����������

��&�!����#� ���� �%����&���� ���� !�&���������� �$�� �� ��6�����

&���"��������� �"� �$�� 1��
� ���������� ���� ���������	� ���

��������������(����������	�($��$�(�!!� ����&������������������

�$�����%����������������������0����������$���������!�&�������

��!#�(��$��$����!���������&������!���������������&����	�!�'�����

�$���������!�1��
����������	� ���(��$�������������!�����&�����

���������� ��� �$�� ����!� ������� 
�� ������ ��� �������� ��� �$���

&���"�������	� �$�� $��� �������� ����0� *1.-� �"�1O���� ���� ����

.!������ 2�774� $���  ���� ������������ �$��� ����0� (��� ������!!#�

���������������'�����!��������(��$�������������$������������ �!��#�

���$����������	�����$����$��"�!!�(�����0��������@�

+

(�J�

(�J��
-(�J��0�* ++

�

� %�& 






= � *,-�

(��$� 3:3�9++ =� I� �,;�7+ =% I� 3;L�++ −=� ��


��������������������������$��%�!�����"��$�������0�"����$�������

����!�����������������������$��������������#�*�� !��7-��

�

����!�

������
(�J��

(�J��M(�J

��
&� 

'

�� +���� 37� +�,�

7� +���� 9=� ��,�

9� +��3� =;� ��9�

:� +�7+� 7L� 7�3�

;� +��L� ;� ���9�

=� +�:�� ,7� ��=�

L� +�9=� 7L� :�+�

3� +��;� L,� ��+�

,� +�:+� ,7� ��;�

Table�2.�Hot�tearing�index�of�Wünnenberg�and�Flender�for�

the�nine�steel�grades�studied.�

�


��������������� !��$��������!������ ��(�����$���$�����������

����0� *
� & -� ���� �$��$��� ������������������*

������� -	�(��$�%��

�������������"�!!�(���.�����#���& ���������"��(������!��������

*!��� ��� ������� �$�&� G�� ���� G7-� ��'��� "��&� �$�� ����� ����!�

���������������*�$��������9=������ !����& ��������-	�������%���

����!��������&���!�������/������"���x��+/9��/�	��$��"�!!�(�����(��
�������$�%�� ������!��!����@�

o 
7P�P

BB
���� εε 	� ��� ($��$� �$�� �(�� 6���������� ����

��!��!������������6��*3-	�(��$� 9�+�B −×=ε� ��/���

o 
�P7P �� �� && 	� ��� ($��$� �$�� �(�� 6���������� ����

��!��!������������6��*,-��

.�������L��$�(���$��"�����������%���$������������	�"������$�

�"��$��9=������ !����& ����������

�


������Figure�17�

�


�� �$��� "�����	� �$�� �����!������  ��(���� �$�� ����������� $���

�������� ���������� *1��
-� ���� �$�� $��� �������� ����0� �"�

1O���� ��������.!����������$�(�����(�%��	�������(���$��������

�$����$��������!���������������������"����$��$��$/C��������*�������

3�����,	����������� #���HXH�&��'-��

�$�� �$#����!� ���!#���� �"� �$��� �����!������ ��� �$�� "�!!�(�����

�0��������� *,-� �$�(�� �$��� ��� ��� ���� ��!"��� *($��� ����

������!�)���  #�&���������  #� "��&������ �"����-� ��������� �$��

$��� �������� �������� �!��#�� ���������� ��!"��	� �$�� ����������

���""�������  ��(���� ��!��� ���� !�6���� �$����� ��� �&�!!	� ($��$�

"�%���� &���������������� ���� ������ ��� ��������� �$�� ��&�!����

��!���"�������� ��&��������	� �$��� ��� ��� ��������� �$������ 2�3	� �7+	�

�7�4�� 8���� �!��� �$��� �$�� ���"���� �������� �"� �$�� !�6���� �$����

����������(��$��$����!"�����������2�794	�($��$�"�%�����$��(�������

�"� �$�� ��!����$����  #� �$�� !�6���� �$���	� ���� �$��� ���������� �$��

$��� �������� �������� �!��#� 2�7:4�� �$�� ������%�� ��"!������ �"�

��� ��	� ����  �� ����������� (��$� &���������������	� !������� ���

��������������(��$�$��$������ ����������	��%����"��$����""�������

��&������  #� �$�� ����������� �"� �$�� ����������� ��������� ��� �$��

������+�+3����+��=�(�J�2�34��
��&�#��!�����&��"��&��$�����������

�"� �$�� ���"���� �������� �"� �$�� !�6���� �$���� (��$� �$�� ��� ���

�������� 2�794�� .���!!#	� �$�� ��!�� �"� �$���$����� ��� ��������  #�



� L�

�0��������� *,-	� ($��$� ��� ��� � !#� �$�� ������ �"� �$�� ��%�������

���������.�������L��
�����	������������� #�2�3	��7+4	��$���$�����

$����������"�������""��������$������ #�&�����������������""����

*!�(��������������""������-	������$����������&����!��""�������$���

����'����������������

����$��������	��������������$���&�����������������0�!�����/����

!�����������!!#�/��$��"�����$���$������������������� �!��#�����������

(��$���� ��	���!"��������$���$�����������������&����������$��

���� %�!��� �$��� (��!�� ����!�� "��&� �6��!� ���&� ��!���"��������

����������	� �$��� ��� (��$���� ������������ �""���	� �$�� ���� %�!���

��!��!����� ��� ���/�6��!� ���&� �����������&�#�  �� �����"�����!#�

!�����	��$���#��!������&�!!���%�!�����"��$���������!�&��	�����������

����$��1��
��0���������*3-������������6�����	����������������

$�������������������$��"�!!�(����������!�����
������$���	��$��

�������!� �0��������� �"� �$�� ���������� *3-� ��� ������%��	�  ���

���!������������%�!����$����$��!�� ����!��!���������6��!� ���&�

������������ 
�� �$�� ��$��� $���	� �$�� ��"!������ �"� �$�� �$�&���!�

���������	�������C������'���������������� #���&�!���!����($��$�

��������������!�#� ���&���$��� ���&����� ������%���"��&��$��1.�

����0	� #� ��'���� ���� ��%��������� ���!������ �$�� ��"!�������"� �$��

�$���$����� ��������� .���!!#� �$�� ��(� ��������� �0��������� "���

�$���������������������"��������"�!!�(�@�

( )

( ) �

��

�(

��

�
���

���

%�
���

�

���
�(

-(�JC*
(�J�

(�J��
-(�J��0�*

�

B
B

B-*B��0

+

+

EE









=

−= ∫

ε
ϕε

εε

�

�

�
*�+-�

�$�� ����&������ �"� �$�� ������!� ���������� ���� '����

���$�����@ ϕ� F� +�+737�	� ��� F� +�9�9�	� ��� F� +�3=93	� ����
�(��� ����������$��%�!����"��$��������!��!���������6��!� ���&�

������������$������&������%+������+�����'�������$�����	�($�!��

�$������&������+� ������ ��� ����!� �����	� ��������&�!�&�����#�

����&����� �� ��� ������������ 8���� �$��� �0��������� *�+ -� ����  ��

������������0���������"��$��1��
��0��������	� #�������������

�$�� ��(� "�������� ϕ H� ��� �!���� �"� �$�� �������!� ����&����� ϕ� 	�
�0��������� ���� ����������� (��$� �������� ��� �$�&���!�

��&��������@�

�

�

%� -(�JC*
(�J�

(�J��
-(�J��0�*

H
+

+ 







= ϕϕ �

*��-�

�$�� ���!�������� �"� �$��� ��(� ���� ���������� ��� �$�� ������

 ������� ����� $��� ���%����� �$��  ���� ��&�������� (��$� �$��

�0����&����!��������!�&���"��@�

o ���� %�!��� ��!��!����� ��� �6��!� ���&� ����������� "���

��!���"�������� �������"�+�3;�����+�,LI�

o �'F�L9=�;	��'F�+�3;���

�$��� ��&�������� ��� �$�(�� ���Figure� 18���$���� ��� �� �����

�%���!!� �����&����  ��(���� �$�� ����&����� ������� %�!���	�

������������������$���0����&����!�����	������$����(����������

�0����������"� �$���������!�������� *�6�� *�+--	� �$���%�!�������� �$���

��(��������$����(�%��	�������� ��������$����$���������#��"��$��

6���������%�� ����������� �"� �$�� ��(� ���������� %������ (��$� �$��

��""����������!�����������������$������ � !#���"!������$��"�����$���

������������&�����	��$����������������������������������&������!!�

�$�� ��&�!�0��#� �"� �$�� ����������� �$#����� ����!����� ��� $���

���������$���&�����

�


������Figure�18�

�

VI.��CONCLUSION�
�

�� �������!� ������&���� �"� ��%���!� $��� �������� ��������� $���

 ���� �������� ���� ������ �(�� $��� �������� �0����&����!� �����@� �$��

5����'�����5���������������!���"���������������%�!����������&�"�

2��:4	������$�������� ������������"��&��!#���%�!������������!����

��� 
��
�� 2��34�� ��&���������  ��(���� �$��&�!/&��$�����!�

���!#���� ���� �0����&����!� "�������� $�%�� ����!���� ��� ��

������&�������� ���������� �"� ��""������ ��������� ��������� ��� �$��

!����������� �$�� ����!������ ���(�� ��� �$��� �$�� &���� ��!�� !��

���������� ���������� �$�� �������%��#� ��� ��!���"�������� �����������

�����$��������������"�����'����!������������$����/��!!���1��
�

���������� ������!!#� ���������  #� 1��� ��� �!�� 2�34�� �� �����!���

���!#�����"��$�������� �����������	�($��$��!!�(��"�������""����%��

6���������%���%�!��������"��$����&������������������������/�����	�

�$�(���$����$���������!�&���������������� #��$��1��
�����������

�#���&�����!!#� �0������ �0����&����!� ����&������ �������	� ��&��

��%���� !�&��������� �"� �$�� 1��
� ���������� ������ "��&� �$��

�����&�������� �"� �$��  ����!������ ��&��������� ������ ��� ����

�6��!� ���&� ������������ ��� �%����&�� �$���� ��""���!����	� �$��

�������!�����������$��� ������"��&�!����	��0����������$���������

�6��!� ���&�������������������������&����(� ���&�������������

(��$� ��&���������!��$�&���!��!�&��������$�����	���	�������C��

�$�� ���!�������� �"� �$��� ��(� ���� ���������� ��� ������  �������

���������"��&���������������!���������$�(���� ������6���������%��

������������ �������� �"� �$��� ������!����  ��(���� ���� ����

�������!��$�&���!��!�&����	��$���������������"��$����������������

���� !���� ���������� �"� �$�� �$����� ���� &���� �"� ���� �"� ��

&����������������&���!����& �����(��$�&������������$��&�!/

&��$�����!���&�!��������"������������������	��$�����(�����������

�$��!�� �""��� �0������� $��� �������� ����������� ������������

��(�%��	� ��� �$�(�� �$����$� �$��� ��&�������� �0������	� &����

"����&����!� (��'� ��� ������� ��� ��%�!��� ����������� ���!�� �$���

(��!��  ��  ����� ����� �� ��&�!���� ������������ �"� �$�� ��&�!�0�

�$#������"�$������������

�

ACKNOWLEDGMENTS�
�

�$�������#�$��� �������������� #��$����""����������������"�

�$������'���������>���@�����!����������$�*����!�������!������-	�

����&���!� *����$���� �����-	� �� ���� ��� ��%�!	� ���� 
�������!�

*����!�������!������-��

�



� 3�

REFERENCES�

�� Q�� ��&� �!!@� ��������	� ������(���$/�����&���	� 
0"���	�

�,,���

7� ��� �R!!���$���� ���� ��� ����!�� *����-@� ���� ����'����

C$���&�������(�!��	���������	����!��	�7++;��

9� ���S���T��	�C$��Q���#�������������)@�C��������$�
�������"��

��� ����!���� �"� �������	� 1�!����� ���� ��%������

��!���"�������� C��������	� �$�/��� G������ ���� ��� ��!!���

*����-	����	�7++=	�����=9;/:7��

:� ��� .�!����	� C���� ���� ���� ��� �������@� C����� �C+L	� ;�$�

��������!� 
���� ���"�� ��� ��!���"�������� C���������	�

�$�""��!�	� ��� Q����� *���-	� �$�� U��%�����#� �"� �$�""��!�	�

7++L	�����=3;/3,��

;� �����C$�!!���	���������'��"������C�������@�������������!��	�

7++3	�%�!��;=	�����:973/93��

=� ��G����'����������<�����&��@���������������������	�7++L	�

%�!��93�	������;��/�,��

L� ��G�� ��'��	� ��#����� ���� ��� <�����&��@� C�������� ���

�������!���������	�7++:	�%�!��:,	�����=7,/L����

3� �����1��	���Q������	���Q�����!�����<����
$@�����!!���������

��������	�7+++	�%�!��9��	�����LL,/,:��

,� ��1���!#�������G�Q����%���@���!���"���������������������"�

&���!�	��$������!��������#	��,LL	�����7L;/L3��

�+� 8�8�� C��'$���%@������������������C���������	� �,=7	� %�!��
7	������L7/L;��

��� �����&���'�	�<��8�'�>�&�	�<������&���	����<�(��$�&��

����<��8�'��@�C�����;�$�
�������"���������!�����"��������	�

1�!����� ���� ��%������ ��!���"�������� C��������	� ���

�����)	������
)��� ����<�1����$��� *����-	����	� �,,�	�

����7L,/3:��

�7� ��������)	� Q�������)��� �������G��&���@�����!!���������

��������	��,,,	�%�!��9+�	�����::,/;=��

�9� 
�������@���������V��$���������!����������������������!����
��!���"�������	� ������W��������� �0�W��&����!�� ���

&��W!�������� �$��&�&W����6��� *���� �������� ��� ����!��

������� ��!���"�������	� �0����&����!� �$��������)������ ����

�$��&�!/&��$�����!� &���!!���-	� C$���� �$����	� �����/

C�������$	�7++L	�$���@MM�����!���������$����M��

�:� 
�� �����	� ��� �$����!� ������� ��!!��@������ Q�� ����� �����

���$�	�7++3	�%�!���9+	������/L��

�;� $���@MM(((������%�!�����&M�$������P� ��$�	�7++,��

�=� �����!!��	�
�� Q������ ���� 
�� C������!�@� 
���� Q��8�&�����$��

�����.!����.!�(	�7++;	�%�!���;	������7+/:7��

�L� ��� ��!!��� ���� S���� .��$������@� ��&����� ���$���� ���!��

���$������������	�7++:	�%�!���,9	�����:9;;/3���

�3� ����� ���!!�	� ����$�&���	����G���!!���� ���� Q���� Q�!�%��@�

��������� ��&&����#� ����& !#	� ���%������� L7�+/

��M9�=	����33M+79	��,33��

�,� ��� 1���)	� ��� �� ���!!�� ���� Q�� ��$&���@� C����� :�$�

��������!�
�������"�������!���"��������C���������	�Q������$�

�������Q�����*����-	��$��U��%�����#��"��$�""��!�	��,,L	�����

77=/7,��

7+� ��� 1���)	� ��� �� ���!!�� ���� Q���� Q�!�%��@� ��� ��%��� ���

�W��!!�����	��,,:	�%�!��:	������+;/�:��

7�� ����� 1��	� ��8�� ���	� ��Q�� ���� ���� <���� 
$@� 
�
Q� 
���	�

7+++	�%�!��:+	������7,/9=��

77� <�� 1O���� ���� ���� ��� .!�����@� 
���&�'���� ����

����!&�'���	��,3;	�%�!���7	�����77/7,��

79� S�8����%��'�@������������������C���������	��,=�	�%�!����	�
����:;9/;=��

7:� Q�������!���@�����1�!�����Q�	��,=+	�%�!��L	�����;+3/�7��

�



� ,�

APPENDIX:�Definition�of�damaging�strain�and�strain9

rate�
�


�� �$��� ����#	� ��� ��� ���������� ��� ��'�� ����� �������� �$��

�������������"��$��&��$�����!�!�������&����(��$�������������$��

&�������������� ����!��#� ��� �$�� �0��������� �"� �$�� ��""������ $���

������������������.����$����������	��$����&���������"��$��������/

�������������$��!�� ���0���������������"�������"��&�������������

(��$��$����!�&�����������������(�$�����������*Figure�19-��

�


������Figure�19�

�

���$�����"�������"��&�� ( )wvu 		 ����� ����"��������"�!!�(�@�















×=

==⋅

∇
∇=

vuw

vvuv

u

����+M

�

�

�
*�7-�

8���� �$��� �$���� ��� ��� ���6������� ��� �$��� ��"�������	� ��� �$��

������������ �"� %�������v� ����w� ��� �� �����#������(��(�!!� �$�(�

"���$��� �$��� �$��� ��� ���� �� �������!� ������� 
�� ��� ��(� ����� !�� ���

�0�������$��������/����������������$�����(���"�������"��&�@�

PεPε
kjiwvu -		*�-		*

�� = � *�9-�

($���� i	� j� ���� k� ���� �$��  ���� %������� �"� �$�� ������!� ��"�������

"��&�	� ���� P� �$�� ��������� &����0�  ��(���� �$�� �(�� ��"�������

"��&���������������(��$��&����������!��0����������"��$��������/

����������������$�����(���"�������"��&�@�

-		*99979�

79777�

�9�7��

-		*

wvu

wvu
ε

















=
εεε
εεε
εεε

���

���

���

�
�

*�:-�

�$�� �����!�� *��� ��&��������-� ���� �$���� ������/�����

��&�����������!��������$��&������!��!�������!��������������!���

����$�����(�$�����������������(���������������$���� /&����0�e@�

-	*9997

7977

wv

e 







=

εε
εε
��

��
�

*�;-�

�� "����� �������!� "��� �$�� ��"�������� �"� �� ���!��� 6������#�

��������������$����&������������/������������������0����������$��

�(�� ������ %�!���� �"� �$��� &����0	�
�λ � ����

7λ �� �$��	� ����&����

�$��� �$����&��������&������������ �$�����"� �����!��&����	� �$��

���!���εB� ����� ����"���������$��!������������%��������%�!��@�

-+		&�0*B
7� λλε =� � *�=-�

��� �!�������%�� ��"�������� ���!�� �������� ��� ��'���� �$�� %���

�������6��%�!�������!��@�

������
9

7
@

9

7B == eeε� � *�L-�

8���� �$��� �0���������� *�=-� ���� *�L-� ���� ����""������ ��� �$��

�$����� �"� �$�� �(��  ���� %������� v� ����w� ����������!��� ��� �$��

���(�$� ����������� 
�� �$��� (��'	� �0��������� *�=-� $���  ����

���"������� 
�����	� ��� ��������������(��$� �$������&������ �$���$���

�������� ��� ����������  #� "�������� �"� ��������������� !�6���� "�!&��

���������������

.���!!#	� �$�� ��&������ ������� ��� ��"����� ��� �$�� ��&�/

�������������"�εB� ��

∫= 
�BB εε � � *�3-�

�



� �+�

FIGURE�CAPTIONS�
�

.������ ��� ��$�&������ �"� �$��&���� �$���&���� ���������� ��� �$��&��$#� )���� ��� �$������������� ��!��� "��������	� �0�!������� �$�� !���� �"�

�����!��#��������%��� ����!����&����������������

�

.������7�������������������"��$��5����'�����5�$������������������%�!����������&�"����6��������"��$����%��������$�(����$��(����/���!���

���������$��������!������������ ������������$��	����(�!!�����$��!���������"�$�����������������������������!� �!���<������������$�����"�

�$��&�����!�������$��&�!����������$������	���������%�!#��

�

.������9���$��5����'�����5�����������%�����

�

.������ :�� ��""������ ��$�&����� ��!���"�������� ���"����������� ���� �������������� � ���%��� ����'� !���������� ��6���� �������� ����

������������ ��� !��$�� ���#� ���� ����'� !��������� ���� ���������� (��$� ($���� !������ �-� ����!� ������!� ������	�  -� ��"������#� ������!� ������	�

�������������&��'���������!�$�������	��-������&����������"���������	���������"������#�������!����������������&���"� ����������

�

.������;���-����������$#��"������������$�������%������#&&���#��!�����"��$�������&�����$��!�(������"�����"��$�������&����������$��!�"��

������"��$����������� -�����"���������$#��"��$�����������$���� ���"������������"��$�������&���*)����
��"��$����������� �%�-��

�

.������=���$��&�!/&��$�����!�"�������!�&����&���!���@��-�"�������!�&����&��$����"��$����""��������&���������"��$������'���������/��I�

 -� !����������!� ������� ������ ������ ��� �� ��%��� ��&�� ������� ��!���"�������	� �0$� ������ �����!�� ��������� ����������!��� ��� �$�� ���(�$�

������������$��($�����������������!�#����"������"���&����!���"�������	�������������$��!���������"��$��&��$#�)�����

�

.������L����&�!������"����$������!�������:+������3�*�����(��$�����!����������������&���"� ��������-����������'�����������%��#�*���-�

���������������������""���������������*��	�1��
	�C�
�������G-��

�

.������3����&�!������"����$���������++��=�*�����(��$�����!����������������&���"� ��������-����������'�����������%��#��������������������

��""���������������*��	�1��
	�C�
�������G-��

�

.������,����&�������� ��(�����0����&����!�����'�!��������*����$���!!����-�������!��!�����1��
�$������������������%��#�"����$������!�

������:+������3�*�����(��$�����!����������������&���"� ��������-��

�

.�������+����&�������� ��(�����0����&����!�����'�!��������*��%��!��� #�&������������ ���%�����������$�&���!���������������������-�

������!��!�����1��
�$������������������%��#�"����$������!��������++��=�*�����(��$�����!����������������&���"� ��������-��

�

.����������
���$��!�"�@��$�������� ������������������!!#���%�!����� #��� ���!!������!��2��34��
���$�����$�@������$��&�!/&��$�����!�"������

�!�&����&���!����(��$���������K��
�����	��$��5)�����"���������5����������������$�������� �������"��$��%�!�����"��$��1��
�����������

����!����������$��&��$#�)�����

�

.�������7��
���$��!�"�@� �$�������������"������&���������"��������%�!����� #��� ���!!������!��2��34������������"����������������������

��%���!����!����&�0�&�&��������	�"�!!�(������ #�����/&����&����!#������%��!���������������'����������������$��)�����"�����������
���$��

���$�@��$�� �������!�&������%��*���-���������&�����"��&���%���!������������""��������&���!���&������������/�������������&�����������



� ���

���%�� ��������� "��&� "������ �!�&���� ��&�!������ �$�(���� �$��	� ���������� ��� �$�� ���!#���� ��� 2��34	� �$�� ��&������ ������/����� ��&�����

�����0�&���!#��������������$��)�����"������������������� �������������

�

.�������9������������&������%�����������������2'�34�"��&������� ����������������,�����!���������

�

.������ �:����&��������  ��(���� �$�� �0����&����!� ������� !�&��� *����������� ����'��� ��� ���/����'��� ������-� ���� �$�� �$��������!� �������

!�&��� ���%�����  #� �$�� 1��
� ���������	� ��� ($��$� �$�� ���� ��� �������� "��&� �� ��!��!������ �"� -*��	 � ��� �6��!� ���&� �����������

��&��������������������!�������������$������&���!��������������*+�+++;	�+�++������+�++7��/�-��

�

.������ �;����&��������  ��(���� �0����&����!� ���� �$��������!� ������� !�&���� ���%�����  #� �$��1��
� ���������	� ���($��$� �$������ ���

�������� "��&� �� ��!��!������ �"� -*�� 	 � ��� ���/�6��!� ���&� ���������� *��N��
� &���������������� ��"�(���	� (��$� �� ������� ���

��!���"����������&���"�;++��-��

�

.������ �=�� 
�"!������ �"� ���� ��"��������� �-� !�6���� %�!�&�� "�������� %�� ��&��������	� ��� ��!��!����� ������ ��N��
�&����������������

��"�(����"����$������!�������:�� -�X��&�����$��!�(���!�6����"����������&���	��$�(�����$��������%�!���	�"����$������""��������"���������

�"��������!�!�6����"���������*�����"���������� !���-��

�

.�������L�������!������ ��(�����$���$��������!��������!�&��������$��$���������������0��"�1O���� ��������.!���������&����������������

��������!!���& ����������"��(������!����������'���"��&��$�������������������!���������HXH�&��'������������������&�����������%�!%����

�������(��$�$��$�C����������

�

.������ �3����&��������  ��(���� �$�� �0����&����!� ������� !�&��� *����������� ����'��� ��� ���/����'��� ������-� ���� �$�� �$��������!� �������

!�&������%����� #��$����(!#���������������������������&��������������������!�������������$������&���!��������������*+�+++;	�+�++��

����+�++7��/�-��

�

.�������,����"���������"�����"�������"��&�� ( )wvu 		 ������������(��$��$����!�&�����������������(�$������������


